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Il 15 ottobre 1899 ricevetti dall'illustre prof. BELTRAMI 
il biglietto del quale qui riporto il facsimile. Subito ringraziai 
il Professore e mi rivolsi al Prof. Alasia che volentieri si accinse 
all'Opera. Il volume è terminato, ma io non posso presentarlo 
a chi me lo consigliò perchè immaturamente è stato rapito alla 
Scienza e alla Patria. Sento il dovere di porre qui questo ricordo 
per onorare la memoria sua. 

Città di Castello , 26.7 . 900. 

L'Editore - S. LAPI. 


i c _ 


Digitized by t^ooQle 



Digitized by t^ooQle 



PREFAZIONE 


Nel 1873 Emilio Lemoine presentava al “Congresso di Lione del¬ 
l’Associazione francese pel progresso delle Scienze „ una memoria “ Sur 
quelques propriétés d’nn point remarcable du triangle „ a cui era 
stato condotto dalla discussione di un problema che trovasi risolto nei 
“ Théorémes et problemes de Géométrie élémentaire „ di Ch. Lafremoire, 
e cioè: 

“ Dato un triangolo ABC determinare nel suo piano un punto M 
tale che la somma dei quadrati delle distanze di esso dai tre lati sia 
nn minimo 

Nella stessa opera trovansi i due seguenti teoremi, di cui il primo è 
dovuto ad Hossard: 

“ La retta che unisce il punto M ad uno dei vertici del triangolo 
divide i lati opposti in segmenti proporzionali ai quadrati dei lati adia¬ 
centi 

“ Le distanze del punto M dai tre lati sono proporzionali a questi 
Iati n . 

È questo punto M che il Lemoine assunse per soggetto della me¬ 
moria in parola e che anche ritrovò con nuove considerazioni. Ad esso 
diede nome di centro delle mediane antiparallele perchè è appunto de¬ 
terminato dall’ intersezione delle tre antiparallele alle mediane del trian¬ 
golo, e lo indicò con K. 

Sono questi i dati che servirono di base alla Recente Geometria del 
triangolo e che schiusero tanti vasti orizzonti agli studiosi di questo 
ramo della Geometria. 
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In quella stessa memoria il Lemoine mostrava che le intersezioni 
dei'lati del triangolo fondamentale con quelli di un triangolo ad esso 
omotetico sono su di una stessa conica che si riduce ad un cerchio, 
detto cerchio di Tucker, quando il centro d’omotetia coincide col punto K. 

Lo studio di questi elementi fu continuato con lena dallo stesso Le¬ 
moine che l’anno dopo nei “ Nouvelles Annales de Mathématique „ ed 
«1 “ Congresso di Lilla „ ne diede una larga serie di proprietà. 

Però non tutte le proposizioni inerenti • al triangolo che l’illustre 
Geometra aveva ritrovate e studiate erano di data recente. È certo 
«he molti matematici prima di lui eransi imbattuti in questa o quella 
delle suddette proprietà, in questo o quello degli elementi che cosi abil¬ 
mente eran tornati in luce, senza però che la loro attenzione vi fosse 
particolarmente attirata o che il loro studio ne venisse coordinato. Ed 
infatti nell’opera : “ Éléments d’Analyse géométrique et d’Analyse alge- 
brique „ di S. Lhuilier edita nel 1809 troviamo parola di un certo punto 
del piano del triangolo del quale insieme ad altre proprietà è quella 
caratteristica di aver un minimo per somma dei quadrati delle distanze 
dai lati. Questo punto è evidentemente il centro delle mediane antipa¬ 
rallele del Lemoine. 

Più tardi, e cioè nel 1874, nel voi. IX degli “ Archives de Grunert „ 
il Grebe propone il quesito di determinare mediante le coordinate nor¬ 
mali, il punto del piano del triangolo che gode la proprietà di minimo 
già enunciata, e trova per tale minimo, il valore: 

2A _ 

cotg A -1- cotg B + cotg C 

Mostra ancora, fra le altre, la proprietà di tal punto di essere al- 
T intersezione delle rette simmetriche delle mediane rispetto alle biset¬ 
trici, ed è per queste importanti ricerche che in Germania si continua 
a dare il nome di punto di Grebe al punto di Lemoine. 

Nel 1848 nei “ Nouv. Ann. de Math. „ Hossard riprende lo studio 
del punto K, e nel 1852 il Catalan nei u Théorémes et problemes de 
Géométrie élémentaire „ mostra che il suddetto punto K è baricentro 
del suo triangolo podario. 

Nè il punto di Lemoine è il solo di cui troviamo menzione ante¬ 
riormente al 1873. Nell’opera: “ Ueber einige Eigensohaften des ebe- 
nen geradlinigen Dreiecks rucksichtlicht dreier duroh die Winkchpitzen 
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gezogenen geraden Linieri „ (Berlino, 1816) troviamo studiato un punto 
del piano del triangolo determinato dalle uguaglianze: 

cotg ti) = cotg A + cotg B -+- cotg C 
cosec* co = cosee* A -t- cosec* B cosec* C 

e negli “ Archives de Grunert (1874) „ l’Hoffmann si propone di deter¬ 
minare due punti G, Q' del piano del triangolo ABC che soddisfino al¬ 
l’uguaglianza d’angoli: 

Q AC— Q BA = Q CB = co = Q' AB = Q’ BC*= Q' CA 

e dà inoltre i valori di sen*co, tgco, cotg u. 

Troviamo ancora menzione di questi punti e di quest’angolo nella 
traduzione francese fatta da Jacobi nel 1834 dell’opera di H. Van Swin- 
den : “ Q-rondbeginselen der meetkunde „ (Groninga, 1833). 

I punti £2, G' e l’angolo w sono quelli che più tardi furono chiamati 
punti ed angolo di Brocard, dal nome dell’eminente Geometra che li ri¬ 
trovò e ne diede nuove ed importanti proprietà. 

Questi, nel 1876 propose nei “ Nouv. Ann. de Math, „ di determi¬ 
nare nel piano del triangolo ABC un punto G per cui si verificasse 
l’uguaglianza : 

G AB = QBC= Q CM = a 

ed il Chadu, che diede una esauriente soluzione del problema, deter¬ 
minò oltre al punto G un secondo punto G' che soddisfaceva ad un’egua¬ 
glianza analoga. Lo studio di tali punti fu proseguito dal Brocard che 
li chiamò punti segmentavi e che determinò un nuovo cerchio rimarche¬ 
vole del piano del triangolo che prese nome di Cerchio di Brocard e di 
cui rese note le proprietà nel Congresso d’Algeri nel 1881. 

Nello stesso anno 1876 anohe il D’Ocagne nel “Journal de Mathé- 
matiques élémentaires „ riprese lo studio delle mediane antiparallele, 
dando loro il nome di simediane, trovandone nuove proprietà, ed al tem¬ 
po stesso e negli anni seguenti molti matematici si appassionarono a 
questi nuovi studi giungendo alla scoperta degli altri elementi notevoli. 

Ma quei che veramente fece in modo che questo nuovo ramo della 
Geometria fosse apprezzato al suo giusto valore e diffuso nel mondo 
intero fu senza alcun dubbio il Neuberg per mezzo del periodico “ Ma- 
thesis „ da lui tanto scientificamente diretto insieme al Mansion ed uni¬ 
versalmente noto. Egli presentò in questo eccellente periodico le ricer¬ 
che del Lemoine e del Brocard sotto un aspetto nuovo, mostrandone 
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V intimo legame ed aggiungendo di suo tanti e nuovi risultati da farlo 
considerare insieme a questi due Geometri, uno dei fondatori della re¬ 
cente Geometria del triangolo. 

Ma troppo lungo sarebbe enumerare tutte le ricerche di questi tre 
illustri Matematici e i nomi di tutti coloro che contribuirono a svilup¬ 
pare questi studi nelle varie nazioni. Accennerò ad alcuni che sono a 

me più noti. 

Nel 1881 il Kiehl w Zur Theorie der Transversalen „ fissò i centri 
isodinamici . Nello stesso anno il Tarry al Congresso d’Algeri espose le 
proprietà di un punto rimarchevole, punto di Tarry, che sul circoncer¬ 
chio del triangolo è diametralmente opposto al punto di Steiner . 

Questi due punti furono poi più ampiamente studiati nel u Journal 
de Mathématiques Speciales „ dal Neuberg che giunse alla determina¬ 
zione di due nuovi punti dedotti da quelli di Brocard, e che sono gli 
isobarici di questi ultimi. 

L’anno seguente il Tarry in a Mathesis „ seguendo le orme del 
Gruard e del Lafitte coordinò colla Geometria del triangolo lo studio 
delle figure simili ; ed il D’Ocagne ed il Morel volgarizzarono nel u Journ. 
de Math. élém. „ e nei a Nouv. ann. de Math. „ gli studi di questo nuovo 

ramo di Geometria. 

Negli u Archives de Grunert „ (1885) V Hain fissò in coordinate nor¬ 
mali la nozione di punti complementari , generalizzata in seguito dal 
De-Longchamps che applicò il nome di complementari ed anticomplemen¬ 
tari al caso delle coordinate baricentriche e che al tempo stesso diede 
il nome di punti supplementari ed antisupplementari ai punti determi¬ 
nati in modo analogo mediante le coordinate normali. 

Il Vigarió nel “Jour. de Math. ólém. „ (1886) studiò il punto di Na¬ 
gel ed i cerchi di Tucker, diede una serie di teoremi sulla intersezione 
di un triangolo con un oerchio, e nell’anno seguente espose le proprietà 
dei cerchi di Neuberg e di M! Cay. Al tempo stesso l’Artz studiò due 
gruppi di tre parabole, che attualmente portano il suo nome; M’ Cay 
studiò tre cerchi che anch’essi portano il suo nome e lo Schoute espose 
le proprietà di una serie di cerchi (cerchi di Schoute ). 

Il Koehler nel tt Jour. de Math. élém. „ si occupò nello stesso anno 
1886 di una cubica rimarchevole del piano del triangolo e il Brocard 
presentò all’Accademia di Montpellier il suo studio sulle figure anticom¬ 
plementari di uno dei gruppi di parabole di Artz. 



Digitized by 


Googk 


IX 


Nel Regno Unito fu primo il Tucker ad iniziare gli studi sulla nuova 
Geometria del triangolo colla memoria: Triplicate ratio circle (primo 
cerchio di Lemoine). A questa ne fece seguire altre, fra cui: Conjuga - 
gate Tucker circles nei u Proceedings of thè London Mathematical So¬ 
ciety „ e Geometrical notes nell’ “ Educational Times „. 

A lui tennero dietro il Taylor che, come ho detto, diede il suo nome 
ad un cerchio rimarchevole, il Casey che introdusse le nozioni della 
nuova Geometria nelle sue opere, adottate nell’insegnamento ufficiale: 
“ A Sequel to Euclid „, u A treatise on thè Analytical Geometry „, 
“Piane Trigonometry „, e l’Allardice, ora professore all’Università di 
Pensilvania, che pubblicò varie ed importanti note. 

Ed in modo speciale è da menzionare il nome del Mackay che nel 
periodico a Proceedings of thè Edimburgh Mathematical Society w fece 
una completa e dettagliata esposizione dei risultati ottenuti in questa 
parte della Geometria, formando una miniera inesauribile di proposi¬ 
zioni e di indicazioni storiche e bibliografiche alla quale ho largamente 
attinto. 

In Italia l’Azzarelli fra altri elementi studiò i centri isogonici (“Atti 
dei Nuovi Lincei „), il Lugli nel “ Periodico di Matematica „ cominciò 
coll’esporre vari risultati noti (. Alcuni teoremi della recente Geometria 
del triangolo, 1891) e diede poi qualche anno dopo {Alcuni teoremi di 
Geometria , 1895) una elegante costruzione del potenziale d'ordine p , cioè 
dal punto che congiunto ai vertici del triangolo dà origine a traver¬ 
sali che dividono i lati opposti in parti proporzionali alle potenze p me 
dei lati adiacenti; ed il Cesàro che applicò alla Geometria del trian¬ 
golo un nuovo sistema di coordinate, le coordinate d’inerzia. 1 

Accennerò ancora fra i nomi di coloro che arricchirono la Geome¬ 
tria del triangolo a quelli del Fuhrmann, del Gob, del Nixon, del Thiry, 
eco., ed in particolare a quelli dell’illustre Z. G. de Galdeano diret¬ 
tore dell’ottimo “Progreso Matemàtico „ di Zaragoza e del Duran Lo- 
riga (“Sobre los circulos notables del triangulo ecc., 1889 „) che nel sud¬ 
detto periodico diedero molti e nuovi rimarchevoli risultati. Chiudo 
questa rapida rassegna 2 di nomi illustri con quello di Auguste Poulain 
che nei “ Principes de la Nouvelle Géométrie du triangle „ diede una 


1 Non ho potuto far parola di esse non possedendo gli studi fatti dal prof. Cesàro. 
8 La completa bibliografia della Recente Geometria del triangolo fu fatta a varie ri¬ 
prese dal Lbmoike e dal Viuarié. 
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sistematica esposizione delle nuove teorie servendosi in speoial modo 
delle coordinate tripolari e di un sistema di coordinate di sua inven¬ 
zione di cui aveva già esposta la teoria sotto il pseudomino di Lor- 
meau nel “ Journal de Math. élém. „. Un segno rimarchevole dell’alto 
valore di quest’opera , ci è dato dalla rapidità con cui ne venne esaurita 
l’edizione. 

Ma lo studio degli elementi rimarchevoli non si è arrestato al piano 
del triangolo. Esso si è successivamente esteso al quadrilatero, all’esa¬ 
gono ed altri poligoni ed ai poliedri. 

Per quanto nel 1874 il Pioquet mostrasse che in generale non esi¬ 
ste nel tetraedro un punto che goda proprietà analoghe a quelle di oui 
gode il punto di Lemoine nel triangolo, pure nel 1884 il Neuberg nella 
sua celebre u Mémoire sur le thétraédre n estese al tetraedro la nozione 
di punto simediano a quella di punti di Brocard, trovando non solo 
proposizioni correlative a quelle di già determinate pel triangolo, ma 
anche nuove proposizioni e nuovi elementi rimarchevoli, basandosi su 
di una trasformazione da lui detta u argusienne „ ed estendendosi al 
tetraedro isodinamico, cioè al tetraedro nel quale i prodotti degli spi¬ 
goli opposti sono uguali, al tetraedro isogonico, cioè al tetraedro in cui 
le rette che uniscono i vertici corrispondenti coi punti di contatto delle 
facce opposte con la sfera inscritta concorrono in uno stesso punto, 1 
ed al tetraedro involutivo. 

Da quel momento anche la generalizzazione della recente Geometria 
del triangolo prese un oonsiderevole sviluppo. Il Tucker nell’ “ Edu¬ 
cational Times „ (1885) mostrò che se un quadrilatero è soggetto a certe 
condizioni, le note proprietà del punto di Lemoine e dei punti di Brocard 
vi si applicano. Nel seguente anno il Neuberg in “Mathesis,, studiò 
un certo quadrilatero inscrittibile che chiamò armonico , studio che il 
Casey estese all’esagono armonico , deduoendo molte ed importanti pro¬ 
prietà dei triangoli cosimediani, ed in seguito anohe ai poligoni armo¬ 
nici. Questa generalizzazione fu poi ancora studiata dallo stesso Neu¬ 
berg e dal Tarry nei poligoni e poliedri armonici. 

Nel 1887 il Thiry allargò il campo di investigazione già traooiato 
dal Neuberg, ed il De Longchamps giunse nel 1890 ad interessantis¬ 
simi risultati a proposito del tetraedro ortocentrico. Infine nel 1897 e 


1 II punto di contatto di un^ faccia è centro isogonico di tale faccia. 
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1898 il Duran*Loriga estese alla Geometria del triangolo il suo stadio 
sui cerchi radicali ed antiradicali, determinando in coordinate baricen¬ 
triche le equazioni dei cerchi rimarchevoli, nonché quelle dei punti ri¬ 
marchevoli considerati quali cerchi evanescenti. 


Mi sia ora permesso dire qualche parola del perchè del presente libro. 

L’importanza che ormai ha acquistata la Recente Geometria del trian¬ 
golo è indiscutibile. Essa si manifesta tanto coi progressi maravigliosi 
fatti in pochi anni che coi nomi degli insigni matematici che ad essa 
hanno consacrato preziose memorie ed incessanti ricerche. Ogni anno 
nuove pubblicazioni vengono ad arricchire la sua bibliografia. Ma esse 
trovansi disseminate nei periodici o nei rendiconti di Accademie di di- 
-qerse nazioni, per cui i professori, i cultori delle Matematiche che hanno 
il dovere di mantenersi all’altezza del suo sviluppo, sono obbligati a 
lunghe ricerche, a perdite di tempo spesso eccessive. Il presente libro 
ha appunto il modesto scopo di rimediare in parte a tale inconveniente. 

Era mia prima intenzione di esporre quanto si riferisce alla Geome¬ 
tria del triangolo, riferendomi ad uno o più dei sistemi di coordinate 
più adatti, ed a ciò m’incoraggiava specialmente l’illustre Poulain, come 
può pur vedersi da una di lui lettera che riporto alla fine della pre¬ 
sente prefazione. Ed infatti il fare della Geometria pura è spesso nei 
giovani fonte di difficoltà. È sopratutto necessario mettere fra le mani 
di essi il mezzo di trovare da loro stessi nuovi teoremi anziché invi¬ 
tarli a ripetere quelli che di già esistono, e questo mezzo è inconte¬ 
stabilmente l’equazione. Le diligenti ricerche fatte da J. C. Adams 
hanno dimostrato che lo stesso Newton, a cui si attribuirono sempre 
ragionamenti puramente geometrici, impiegò invece il metodo analitico 
quale mezzo d’invenzione, e che solo le sue dimostrazioni furono riprese 
sotto forma, geometrica per dar soddisfazione al pedantismo accademico 
dei suoi tempi. 1 Trovasi cosi giustificata la critica del Laplace, ripro¬ 
dotta dallo Schopenhauer, che le dimostrazioni newotoniane mancano di 
sincerità. 

Ma se avessi ricorso alle coordinate, questo libro sarebbe solo stato 
alla portata di coloro che di già seguono i corsi di Matematica nelle 
Università, poiché di esse non si fa parola nei corsi inferiori, o se in 

1 Veggasi V Enteignemcnt Mathématique, n. 1. 
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qualche scuola appena vi si accenna, si è dove appunto si dovrebbe 
evitare di parlarne, cioè nella Trigonometria piana, per ricavare delle 
formule che solo dovrebbero dedursi dalla similitudine dei triangoli. 

Ma pure mi dispiaceva di non accennare almeno sommariamente ad 
esse, pensando che alcuni sistemi, del tutto nuovi, son nati appunto 
colla Geometria del triangolo. Yi ho perciò dedicato l'ultimo capitolo, 
mostrando il più concisamente che ho potuto il legame fra le nuove 1 
e le antiche coordinate e qualcuna delle più dirette applicazioni alla 
recente Geometria del triangolo. 

E poiché mi ero assunto il compito di esporre brevemente alcune 
teorie della moderna Geometria, per quanto limitato al solo triangolo, 
non ho creduto poter esimermi dall’esporre una fra le più recenti e ge¬ 
niali manifestazioni del genio del Lemoine: la Geometrografia, cioè il 
mezzo di misurare la semplicità reale delle costruzioni geometriche. Ho 
perciò intercalata nel volume la prima nota. — La seconda poi 1' ho de¬ 
dicata allo studio delle coniche rimarchevoli del piano del triangolo, 
considerate quali isogonali, rispetto al triangolo fondamentale, di una 
retta del piano di esso, studio tanto brillantemente svolto da I. Schwatt 
dell’Università di Pensilvania. 

In fine del volume ho posto una raccolta di 566 relazioni fra gli 
elementi del triangolo e di 343 esercizi e problemi. 

In quanto alle figure, le ho poco moltiplicate, conformandomi in ciò 
all'opinione di Chasles, e convinto che notazioni convenientemente 
scelte permettono in generale di seguire una dimostrazione meglio che 
su di una figura che forzatamente distoglie l’attenzione. 

In questo tentativo di esposizione sistematica di un ramo di Scienza 
che è nuovo non ho la pretesa di presentare un'opera compiuta. Il 
compito era arduo e molto esteso. L’audacia di voler essere forse il 
primo nel tentare questa impresa mi attirerà molte critiche, ma mi ser¬ 
virà forse anche di scusa. 

Ringrazio intanto tutti coloro che mi furono larghi di consiglio e d'in¬ 
coraggiamento ed in modo speciale gli illustri Lemoine, Neuberg, Brocard, 
Poulain e Vigarié che vollero onorarmi con aiuti o con suggerimenti, e 
pei quali non trovo parole adatte di riconoscenza e di ringraziamento. 

1 Vi sono pure stato spinto dal pensare che molto rari sono i trattati di Geometria 
Analitica in cui si fa parola delle coordinate sotto-trilineari, tripolari, cotripolari, an¬ 
golari, eco. 
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Commosso e addolorato si rivolge intanto il mio pensiero alPuomo 
insigne di cui la Scienza piange la perdita e che m*incoraggiò a pub* 
blicare questo libro, al Senatore Eugenio Beltrami, alla cui memoria, 
come tributo di modesta e riverente riconoscenza io lo dedico. 


Paris, 1$ novèmbre 1899. 

Mon cher Monsieur Alasia , 

suis charme que les renseignements que vous m’avez demandés aient pu vous 
ètre utiles et je me réjoui de ce que la nouville Geometrie du tnangle — peut-etre 
un peu négligée jusquHci en Italie — ait trouvé pour s 1 y faire mieu conaìtre, un 
Jiome come vous si capable de la faire aprecier . 1 

Je reste à votre disposition avec le plus \grand plaisir ì et je vous prie d’agréer 

mes cordialités tris empressées 

(Ortografie de la Soc. fllologique francai «e J. Ej. LEMOINE 


Paris, le 20 novembre 1899. 


Monsieur Alasia ì 

apprende avec plaisir que vous allez publier un tratte sur la nouveìlle Gèo - 
mètrie du triangle. Cette Science a été Vobjet de nombreuses publications en France } 
en Angleterre et en Allemagne. Vous rendrez grand Service en la vulgarisant en 
Italie . 

Je vous félicite également de ce que vous ne craignez pas d'employer la notion 
des coordonnées . On peut le faire ì lors mème qu*on ne parlerait pas d 1 Algebre, 
c’est-à-dire d'equations de courbes et de dérivées. Beaucoup de points remarcàbles 
ne doivent leur importance qu'h la simplicité de leurs coordonnées et non h leur 
construction géométrique . 


1 Bingrazio di cuore l’egregio Lemoine della stima di cui mi onora e che devo at¬ 
tribuire alla sua troppa bontà. 
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Mate le mieux c’est encore d’accepeter V Algebre elle-mème. On croit faire urte 
economie de temps, en supposant que les élìves ne Vont pas apprise. Cesi une 
erreur, Les méthodes géométriques par lesqudles on veut la remplacer demandent 
une étude fori longue , et ne sont bien manìées que par des spécialtetes. Il vaur 
drait beaucoup mieux donner h Vélève des outils qui lui permettent de se tirer vite 
d f affaire par lui meme. Quand on veut former un menuteier , est-ce qu’on lui dit: 
a mon ami , nous défendons de vous servir de la scie et du robot. Avec ces instru - 
mente, le travati est trop facile. Vous n’emploierez qu 9 un simple couteau ; mais h 
carne de cela , c’est plus nóble 

De meme il ne faut pas se priver du secoùrs de la Trigonometrie. Ayons le 
plus possible d’outils! 

Veuillez agréer , Monsieur , avec toutes mes félicitations, Vexpression de ma haute 
considération. 

Prof. A. POULAIN 
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NOTAZIONI 


AìBjO angoli J triangolo fondamentale ABC, 
a, b, c lati ) 

A 1 , B', C' punti medi dei lati BC, CA, AB rispettivamente, 

D,E,F punti di contatto dei lati di ABC coir incerchio, 

D x ,E l ,F l ) | 1° excerchio, 

D ì ,E t ,F t ; punti di contatto dei lati di ABC col \ 2° excerchio, 

D Z ,E Z1 F Z J \ 3° excerchio, 

(2, e, / lati 1 UF, FD, DE del triangolo DEF, 

d x ,e x ,f x lati E X F X , F X D X , D X E X del triangolo D X E X F X , 

ecc. per d t .... d z .... 

G baricentro del triangolo ABC, 

G a ,G b ,G 0 proiezioni di G sui lati a,b,c, 

H ortocentro, 

Kih)h e le tre altezze del triangolo fondamentale ABC, 

I incentro, 

!«,!*, Ic 1°, 2°, 3° excentro, 

J punto di Nagel di ABC, 

Ja,J b ,J e punti associati del punto di Nagel, 

K punto di Lemoine di ABC, 

F a , K b , K 0 1°, 2°, 3° punto essimediano di ABC, 

L,M,N piedi delle bisettrici interne di ABC, 

V,M',N' piedi delle bisettrici esterne „ 

L x ,M x ,N x proiezioni del 1° punto essimediano sui lati di ABC, 

Li,M t , N % proiezioni del 2° punto essimediano „ „ 

M z , N z proiezioni del 3° punto essimediano „ „ 

^a,l b ,l e bisettrici interne di ABC, 

! bisettrici esterne „ 
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m a , m b , ?/i c mediane condotte da 4, 2?, C rispettivamente, 
n aì n bì n c insimediane condotte da -4,2?, (7 rispettivamente, 
v a »V6,v c essimediane condotte da 4, 2?, C rispettivamente, 

0 circoncentro di 42? (7, 

O g centro del cerchio di Feuerbach, 

0«, O b1 O c circoncentri dei triangoli 22(72?, 22(74, 2242? rispettivamente, 

O 0 , O n 0 2 , 0 3 circoncentri di 2 a 2 b 2 c , 22 b 2 0 , 22 a 2 c , 22 a 2 b , 
r raggio dell 7 incerchio, 

22 raggio del circoncerchio, 

22 punto di Steiner, 

22, #, T piedi delle insimediane, 

22', T" piedi delle essimediane, 

X , F, Z piedi delle perpendicolari calate da 4,2?, (7rispettivamente sul lato opposto, 
T punto d’incontro di 427, BE\ CF (punto di Gergonne), 

r,,r 2 ,r 3 punti associati del punto di Gergonne, 

N punto di Tarry, 

£2, Q' 1° e 2° punto di Brocard, 
co angolo di Brocard, 

Z punto medio di OK (centro del cerchio di Brocard), 

S punto medio di QQ', 

S' suo corrispondente. È all’intersezione delle rette che uniscono i punti medi 
dei lati di A l B l C l (1° triangolo di Brocard) ai vertici di ABC\ 

D centro d’omologia di ABC e del 1° triangolo di Brocard. È all’intersezione 
delle rette AA Ì , 2?2?j, CC l , 

D' polo di Q£2' rispetto al cerchio di Brocard. È il punto medio di DH\ 

A area del triangolo 42? (7, 

A a , A b , A 0 area dei triangoli 22(72?, 22(74, 2242?. 

A O , A n A 9 , A 3 area dei triangoli 2 0 2 b 2 c , 22 b 2 c , 22 a 2 c , 22 a 2 b . 
a 2 4 - b 2 -4- c 2 = ra 2 , 

a 4 4- & 4 4- c 4 = q 4 , 
ab + bc -h ca = t 2 , 
a 2 ò 2 + ò 2 c 2 4- c 2 a 2 = n 4 , 
ò 2 4- c 2 — a 2 = a 2 , 
a 2 4- c 2 — & 2 = P 2 , 
a 2 4- ò 2 — c 2 = y 2 - 
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I. 

1. La Nuova Geometria del triangolo ha per oggetto lo studio dei punti e 
linee notevoli del piano del triangolo. Questo triangolo, al quale sempre ci rife¬ 
riamo, è il triangolo fondamentale o di riferimento , e lo indichiamo con ABC. 

Chiamasi triangolo o trilatero la figura determinata da tre punti non in linea 
retta. Esso ha tre vertici^ tre lati e tre angoli . Ciascuno dei suoi angoli è compreso 
fra i due lati che lo limitano, è adiacente a ciascuno di essi, opposto al terzo lato. 

Ciascun lato è a sua volta adiacente a ciascuno dei due angoli dei quali è 
lato, opposto al terzo angolo. 

Un triangolo è isoscele se ha due lati uguali ; il terzo lato dicesi allora base. 
E equilatero se i tre lati sono uguali, scaleno se i tre lati sono disuguali. 

Oltre ai tre angoli interni un triangolo ne ha tre esterni, formati da un lato 
e dal prolungamento di uno dei lati adiacenti. Ciascun angolo interno è sup¬ 
plemento dell’angolo esterno adiacente, e reciprocamente. 

La somma dei tre angoli interni è di due angoli retti, ( l ) cioè di 180°. 

Per rispetto agli angoli un triangolo può essere : 
rettangolo se uno dei suoi angoli è retto ; i due lati adiacenti a questo chia¬ 
matisi cateti ed il lato opposto ipotenusa; 
acutangolo se i tre angoli sono acuti; 
ottusangolo se uno dei ire angoli è ottuso. 

Si dimostra in ogni trattato di Geometria: 
se in un triangolo due lati sono uguali, gli angoli ad essi opposti sono 
uguali e reciprocamente. 

H triangolo equilatero è dunque equiangolo; 

se in un triangolo due lati sono disuguali, al lato maggiore si oppone l’an¬ 
golo maggiore, e reciprocamente. 

(*) Euclide, Eleménti, I, 82. 
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Ciascun lato di un triangolo è minore della somma e maggiore della differenza 
degli altri due. 

2. Ogni retta condotta nel piano di un triangolo è una traversale di esso, e 
ne incontra i tre lati in tre punti. Se due di tali punti si confondono in uno, la 
retta passa per un vertice del triangolo ed allora piglia nome di traversale angolare. 

Chiamansi pedali di un punto le rette che uniscono due a due i piedi delle 
traversali angolari che passano per questo punto. Il triangolo determinato dai 
piedi di queste traversali è il triangolo pedale del punto dato. 

Bisettrice di un angolo di un triangolo è la traversale angolare che divide 
quest’angolo in due parti uguali. 

Poiché in un triangolo si hanno tre angoli interni e tre esterni, vi saranno 
pure ire bisettrici interne e tre esterne . 

Altezza di un triangolo è la traversale angolare condotta perpendicolarmente 
al lato opposto. 

Un triangolo ha tre altezze . 

Mediana di un triangolo è la retta che unisce un vertice al punto medio del 
lato opposto. Un triangolo ha tre mediane . Tanto le bisettrici che le altezze di 
un triangolo, quando non si stabilisca diversamente, si riterranno limitate al loro 
punto d’incontro col lato opposto al vertice dal quale sono condotte. 

S. Due triangoli uguali, cioè sovrapponibili, giacenti nello stesso piano, si 
dicono disposti per lo stesso verso , se per ridurli a coincidere basta spostare uno 
di essi nello stesso piano. Nel caso contrario si diranno per versi opposti , e per 
ridurli al primo caso basta rovesciare uno di essi. 

Due punti si dicono simmetrici rispetto ad un terzo punto se il segmento che 
li unisce passa per questo terzo punto e resta da essi bisecato. 

Due figure si dicono simmetriche rispetto ad un punto , che è detto centro di 
simmetria di esse, se i punti dell’una sono simmetrici ai punti dell’altra rispetto 
al centro di simmetria. 

Due punti sono simmetrici rispetto ad una retta, che è asse di simmetria, se il 
segmento che li unisce è perpendicolare alla retta ed & da essa biseoato. 

Due figure sono simmetriche rispetto ad una retta, se i punti dell’una sono 
simmetrici ai punti dell’altra rispetto a questa retta. 

4 . Diciamo che due triangoli sono simili se hanno gli angoli ordinatamente 
uguali. I lati opposti a questi angoli sono ordinatamente proporzionali. 

Gli elementi corrispondenti di due triangoli simili si dicono omologhi. Il rap¬ 
porto costante fra un lato del primo e l’omologo nel seoondo è il rapporto di 
similitudine. 

Due triangoli sono simili: 
se hanno i lati proporzionali ; 

se hanno un angolo uguale compreso fra lati proporzionali; 
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se hanno i tre angoli rispettivamente uguali; 

se hanno i lati rispettivamente paralleli o perpendicolari. 

5 * Se A x è un punto qualunque preso su di un lato BC del triangolo ABC 
(fig. 1) la posizione di tal punto è determinata quando se ne conosca la distanza 
da uno dei vertici dei due angoli adiacenti al lato su 
cui trovasi, o quando se ne conosca il rapporto 


BA X 

A X C 


n 

m 



Se fissiamo sui lati del triangolo di riferimento ABC p _ ___ 

una direzione positiva ed una negativa, se cioè ad esem- * 

pio supponiamo che sia da B verso C su BC, da C Flg ' ** 

verso A su CA, da A verso B su AB la direzione positiva, sarà negativa 

AA 

la direzione opposta ; ed il rapporto ■ ~ sarà positivo sempre che il punto A x 

A x G 

sia compreso fra B e C, e negativo quando sia uno dei punti B o C compreso fra 
gli altri due; cioè quando A x sia esterno al triangolo, sul prolungamento di BC. 
In ogni caso, tenendo conto dei segni, si ha: 


per cui il rapporto: 


dà: 


BA X A X C = BC = a, 

BA X n 
A X C m 


BA X __ A X C = BC 
n m m H- n 


Le quantità indeterminate m ed n assumono sempre lo stesso segno dei seg¬ 
menti corrispondenti A X C e BA X . In nessun caso quindi le quantità m ed n 
possono essere al tempo stesso negative. Si vede poi facilmente che siccome il 
punto A x può muoversi liberamente su BC assumendo tutte le possibili posizioni, 

il rapporto — varia da — co a -f- co. 
m 

Se A x si confonde con A\ se cioè diventa il punto medio di BC, è: 


BA' = A'C= per cui è: — = + 1. 
2 m 


Dunque il punto medio di BC corrisponde al valore 1 del rapporto — • 

Se a partire da A 1 pigliamo su BC due segmenti uguali A'B X e A'C X , sarà: 

BB X C X C 
B X C ~ BC X ’ 
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e se indichiamo con — il valore di questi due rapporti, sara. 
m 

BB X n BC X _ m 

= ^T’ 6 ~c~c “~ 

Se dunque pigliamo due valori inversi dello stesso rapporto di due segmenti ap¬ 
partenenti allo stesso lato BC, i punti ad essi corrispondenti sono simmetrici 
rispetto al punto medio di quel lato. 

Se una retta AB è suddivisa in due segmenti AC, BC\ (fig. 2), proporzionali 

ad m ed n, e se dai punti A, B, C caliamo 
su di un asse qualunque XY del suo piano le 
perpendicolari AA X , BB X , CC X , si ha: 

(m H- ri) CC X = m . BB X + n . AA X . 

Conduciamo AB X che sega CC X in D. Dalle 
% ^p “ " r y due coppie di triangoli simili ACD e ABB X , 

Fi g# 2. B X C X D e AA X B X avremo: 

CD AC m DC X B X C X BC n 

BB X AB AA X A X B X AB m + 

da cui: 

(m H- n) CD = m . BB X , (m 4- n) DC X = w . AA X , 

e sommando: 

(m + n) CC X = m . BB X -f- n . AA X . 

6. Le traversali angolari comunque condotte da un vertice di un triangolo 
dividono il lato opposto ed un segmento ad esso parallelo, in parti proporzionali. 

Se ABC è il triangolo, e conduciamo una parallela DE a BC che incontra 
i lati AB , AC in D ed E, e se dal vertice A conduciamo delle rette che incon¬ 
trano DE in 27, J, ... • ed il lato BC in F, G, ...., sarà: 

DF\ DH= FG : HI= .... 

Reciprocamente se le rette BC, DE sono parallele, ed i segmenti BF, FG ,.... 
sono rispettivamente proporzionali ai segmenti DH, HI ,.... senza però essere 
ordinatamente uguali ad essi, le congiungenti BD, FH, IG , .... CE concorrono 
in uno stesso punto. 

La bisettrice d J un angolo d’un triangolo divide il lato opposto in due segmenti 
direttamente proporzionali (additivi ( x ) per la bisettrice interna, sottrattivi per 
quella esterna) ai lati adiacenti. 

( *) Bioordiamo ohe una retta BO si dice divisa in due segmenti additivi, BD, CD, se è : 
CD=sBO. Si diee divisa in dne segmenti sottrattivi, BD 1 , CD 1 , se è: BD 1 —OD 1 = BC, 







Se AD è la bisettrice, si ha : 
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BD : CD = AB : AC. 

Se la bisettrice AD' è esterna, poiché i due triangoli D'AB, D'AC hanno l’an¬ 
golo in D' comune e gli angoli D'AB, D'AC supplementari, si ha: 

BD' : CD' = AB : AC 

7 . a ) Se dal vertice dell’angolo retto d’un triangolo rettangolo conduciamo 
la perpendicolare all’ipotenusa, 

1° ciascun cateto è medio proporzionale fra P ipotenusa e la proiezione 
di tale cateto sull’ ipotenusa ; 

2 1 la perpendicolare è media proporzionale fra le proiezioni dei due ca¬ 
teti sull’ipotenusa. 

Se ABC è rettangolo in A e conduciamo la perpendicolare AD sull’ ipotenusa 
CB, sarà: 

1» BC\AC= AC\ CD, da cui: AC* = BC. CD. 

2° BD\AD=AD\DC, da cui: AD* = BD. DC. 
b ) Ciascun lato di un triangolo è medio proporzionale fra un altro lato e 
la sua proiezione obliqua ( l ) su questo lato. 

Sia ABC il triangolo ed AB proiettato obliquamente su BC\ abbia BA' per 
proiezione obliqua (fig. B). 

I due triangoli ABC, AB A', essendo equiangoli e quindi simili, danno: 

BC'.AB = AB : A'B, e cioè : AB* = BC. A'B. (1) 

Ugualmente, essendo A" C la proiezione obliqua 
di AC su BC, si ha: 

AC* = BC. A"C (2) 

Dividendo la (1) per la (2) si ha: 

AB*: AC* = A'B\ A"c, 

cioè, i quadrati dei dite lati del triangolo sono proporzionali òlle loro proiezioni 
oblique svi terzo lato . 

Sommando le (1) e (2) si ha: 

AB* + AC* = BC(AB + A'C) 

(*) Se per ano dei vertici di un triangolo, ad esempio pel vertice A, conduciamo una retta A A' 
ohe faccia oon BO un angolo uguale all’angolo A, e ohe seghi BO in A\ e se consideriamo il trian¬ 
golo A'BA equiangolo oon ABC, diremo che la^ lunghezza A'B è la proiezione obliqua di AB su .4 < 7 . 

Conduoendo AA n ohe fa oon BO un angolo uguale all'angolo A , otteniamo la proiezione obli¬ 
qua A"C di AC su BO . La AA 1 o la AA M è la proiettante obliqua relativa a BO (Leboz in Sfa¬ 
ttosi*, IX). 
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e poiché l’angolo A può essere acuto od ottuso, è: 

A'B + A"C=BC±A'A", 
e l’espressione precedente diventa: 

Zb* + AC* = BC* ± BO. A'A”. 

8. Diciamo che due triangoli, ed in generale due poligoni sono equivalenti , 
se possono scomporsi nello stesso numero di parti rispettivamente uguali. 

Due poligoni equivalenti hanno uguale estensione. 

Se un segmento s è somma di due segmenti a e ò, il quadrato ( l ) di esso e 
equivalente alla somma dei quadrati dei due segmenti e del doppio rettangolo 
di essi. Essendo 

s — a 4- ò, sarà : s 2 = a 2 H- b 2 4- 2 . ab 

se è 

a = b sarà : s 2 = 4 a 2 = 46*. 

Se un segmento s è differenza di due segmenti a e ò, il suo quadrato è equi¬ 
valente alla differenza fra la somma dei quadrati di quei due segmenti ed il doppio 
rettangolo di questi stessi segmenti. Essendo: 

s = a — ò, è : s 2 — a 2 -+- b 2 — 2 .ab. 

La differenza dei quadrati di due segmenti è equivalente al rettangolo della 
somma e della differenza di quei due segmenti. Essendo aeòi due segmenti, è : 

a 2 — ò ! = (a + ò) . (a — b). 

In ogni triangolo il quadrato di un lato è equivalente alla somma dei qua¬ 
drati degli altri due lati, aumentata o diminuita del doppio rettangolo di uno 

di questi lati e della proiezione dell’altro su di esso, 
a seconda che l’angolo opposto al lato che si consi¬ 
dera è ottuso o acuto. 

Teorema di Stewarts. Se per uno dei vertici 
di un triangolo ABC conduciamo una retta qualunque , 
la somma dei quadrati dei lati , moltiplicati rispettiva¬ 
mente pél segmento non adiacente , è uguale al prodotto 
della base pél quadrato dèlia retta , più il rettangolo dei 
due segmenti. 

Sia ABC il triangolo ed AM la retta (fig. 4). Conduciamo AX perpendicolare 
su BC . Il triangolo ABM,\ pel numero precedente, dà: 

- AB i = AM 2 -hBM i — 2BM. MX, 

(*) Intendiamo per quadrato costruito su di un segmento, il quadrato ohe ha quel segmento 
per lato: per rettangolo di due segmenti, il rettangolo ohe ha quei due segmenti per lati adiaoenti: 
per quadrato di un segmento il quadrato del numero ohe misura quel segmento : per prodotto di 
due segmenti il prodotto dei numeri ohe misurano questi segmenti, riferendoci sempre alla stessa 
unità di misura. 
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ed il triangolo AMO dà: 

AC t = AM i +CM i + 2MC.MX. 

Moltiplicando i due membri della prima di queste uguaglianze per MC % i due 
membri della seconda per MB e sommando poi membro a membro, si ha: 

(1) ~AB 2 . MC+AC 2 . MB = BC(Zm 2 + BM. MC)- 

Se M cade sul prolungamento di BC, applicheremo il ragionamento al trian¬ 
golo BAM, ecc. 

'fYl 

a) Se il punto M e compreso fra B e C e divide BC nel rapporto —, si ha : 

(2) n. AÌT + m.AC* = (m + n).AM* -5(7*. 

m H- n 

Basta infatti dividere i due membri della (1) per BC, e porre: 

BM m BM m MC n 

MC n 1 BC m-\-n ) BC m + n 


Anàlogamente s e MI esterno al segmento BC. 

b) Se nella (1) facciamo: 

BM= CM , BC — 2 . CM ,, 

si ha: 

ab* + le 2 = 2 (AM* + BM 2 ) 

cioè: in ogni triangolo la somma dei quadrati di due lati è uguale al doppio della 
mima del quadrato della metà del terzo lato e del quadrato della mediana relativa 
a questo lato. 

c) Se l’angolo A è retto, si ha ; AM = BM, e la relazione precedente diventa : 

~AB 2 + AC 2 = 4. BM 2 = ~BC 2 , 


cioè, (teorema di Pitagora) in ogni triangolo rettangolo la somma dei quadrati 
due cateti è equivalente al quadrato dell ipotenusa, 

d) Se AM è la bisettrice dell’angolo A , il teorema di Stewarts ci dà: 


Ha è: 

cioè: 

ed è: 


AB 2 . MC + AC 2 . MB „„ ——2 

-- =MB.MC + AM • 

JlJO 

AB . MC= A C. MB, 


AB 2 . MC = AB. AC. MB 


i 


AC 2 . MB = AB . AC. MC, 


Digitized by 


Google 



10 

per cui sostituendo, ed osservando che èi 

BC=MB-h MC, 

sarà : 

AB . AC = MB + MC-+ ÀM 2 

Se AM è la bisettrice esterna dell’angolo A , per la (2) del teorema di Ste- 
warts si ha: 

AB . AC = MÉ . MC— AM 2 . 

Dunque riunendo i due casi: 

in ogni triangolo il rettangolo di due lati è equivalente al rettangolo dei due 
segmenti determinati sul terzo lato dalla bisettrice dell 1 angolo opposto a questo , più 
o meno il quadrato di tale bisettrice , secondoch'è essa è interna o esterna al triangolo. 

11. La differenza dei quadrati dì due lati di un triangolo è equivalente alla 
differenza dei quadrati delle loro proiezioni sul terzo . Applicando al triangolo 
ABC (fig. 4) il teorema di Pitagora, si ha: 

Tb 2 =ax 2 —Hx 2 ■ ac 2 =ax 2 + cx 2 

e sottraendo membro a membro: 

AB 2 — AC 2 = BX 2 — CX 2 . 

Se uniamo un vertice A del triangolo ABC ad un punto M del lato opposto 
si ha (fig. 4): 

AB 2 + AC 2 - 2 . AM 2 + CM 2 + BM 2 — 2 . XM{CM — BM). 

Basta infatti osservare che essendo ABM acutangolo, si ha: 

AB 2 = AM 2 + BM 2 —2.BM.XM, 
e che essendo ACM ottusangolo, si ha: 

~AC 2 = AM 2 + MC 2 +2.MC. XM, 
e sommando membro a membro: 

AB 2 + AC 2 - 2 . AM 2 + mì 2 + MC 2 — 2 . XM(BM+ MC). 

12. Chiamasi quadrangolo o tetragono o quadrilatero la figura piana formata 
da quattro lati, quattro vertici e due diagonali. Due lati o due vertici non 
consecutivi si dicono opposti. Se un quadrilatero ha i lati opposti paralleli, è 
un parallelogrammo . Le sue diagonali allora si bisecano scambievolmente. 

Un triangolo, un quadrangolo, ed in generale un poligono si dice inscritto 
in un altro poligono od in una curva se i suoi vertici sono su questo poligono 
o su questa curva. Questi ultimi sono a loro volta circoscritti ai primi. 

Se un quadrangolo convesso ha i due angoli opposti supplementari, ad esso 
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si può circoscrivere un cerchio; e reciprocamente, se un quadrangolo convesso 
è inscritto in un cerchio, i suoi angoli opposti sono supplementari. Le diago¬ 
nali di esso si segano allora in parti che sono inversamente proporzionali. 

Se un quadrangolo convesso è circoscritto ad un cerchio, la somma di due 
lati opposti è uguale alla somma degli altri due. ( l ) Se poi il quadrangolo non 
comprende il cerchio dentro di sè, dovremo pigliare con segno opposto i lati 
rispetto ai quali il cerchio ha proiezione opposta. 

Reciprocamente, se in un quadrangolo la somma di due lati è uguale alla 
somma degli altri due, il quadrangolo è circoscrivibile ad un cerchio. 

Esistono quattro cerchi tangenti a tre rette che a due a due si segano. Quello 
che ha per centro 1’ intersezione I delle bisettrici degli angoli interni del trian¬ 
golo determinato da quelle tre rette, è inscritto nel triangolo: gli altri tre di- 
consi ex-inscritti , poiché ciascuno di essi è esterno al triangolo, ma compreso in 
uno degli angoli interni di esso. I loro centri I a , I & , I c coincidono col punto 
d’intersezione delle bisettrici di due angoli esterni del triangolo e dell’angolo 
interno non adiacente. 

Chiameremo per brevità, e perchè non può mai nascere ambiguità, incerchio 
il cerchio inscritto in un triangolo, ed incentro il suo centro ; excerchi i cerchi 
ex-inscritti, ed ex-centri i loro centri ; circoncerchio il cerchio circoscritto e cir¬ 
concentro il suo centro. 

1S« I triangoli che hanno un angolo in comune e sono circoscritti allo stesso 
cerchio, hanno perimetri uguali, od hanno uguali le differenze fra la somma dei 
lati che comprendono l’angolo comune ed il terzo lato, a seconda che il cerchio 
è esterno o interno al triangolo. 

Reciprocamente, i triangoli che hanno un angolo in comune ed hanno uguali 
perimetri, od hanno uguale la differenza fra la somma dei lati che comprendono 
l’angolo ed il terzo lato, sono circonscrivibili allo stesso cerchio. 

14* Se in un quadrilatero AB CD indichiamo con a, ò, c, d i lati e con e, 
/ le diagonali di cui E, F sono i punti medi, si avrà : 

1 ® + W + + + 

2° Se il quadrilatero è parallelogrammo : 

a 9 + 6* + c ? + d l = e* + /*. 

3’ Se il quadrilatero e inscrittibile: 

e ./= ac . bd 

4 ° e ;/== ad-\-bc\ abcd. 


(») Questo teorema è dovuto a Pitot (1725). La seconda parte è una modifioazione introdotta 
da Stxiskb ( Oiorn . di Creile , XXXII, pag. 805). 
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Ossia : 

1* Teorema d’Eulero. In ogni quadrilatero la somma dei quadrati dei lati 
è uguale alla somma dei quadrati delle diagonali e di quattro volte il quadrato 
del segmento che unisce i punti medi delle diagonali. 

2° Se il quadrilatero è parallelogrammo, la somma dei quadrati dei lati e 
la somma dei quadrati delle diagonali sono uguali. 

3° Teorema di Tolomeo. Nel quadrilatero inscrittibile in un cerchio il 
prodotto delle diagonali è uguale alla somma dei prodotti dei lati opposti. 

4° Nel quadrilatero inscrittibile in un cerchio le diagonali stanno fra loro 
come le somme dei prodotti dei lati che terminano ai loro estremi. 


IL 


1. Figure omotetiche . Due figure si dicono omotetiche se i loro elementi si 
corrispondono univocamente, in modo che le rette che congiungono ciascuna delle 
coppie di punti corrispondenti passino per uno stesso punto, che è il centro 
d’omotetia. 

Le rette che uniscono due punti corrispondenti diconsi raggi vettori, e le due 
figure sono direttamente o inversamente omotetiche a seconda che il centro d’omo¬ 
tetia è esterno q interno al segmento che unisce i due punti omologhi. 

Ogni figura ne ha infinite omotetiche rispetto ad un punto dato. 

Due figure omotetiche sono simili per lo stesso verso. 

La figura omotetica ad una retta è una retta ad essa parallela. 

La figura omotetica ad un cerchio è un altro cerchio. 

La figura omotetica ad un triangolo è un altro triangolo simile ad esso per 
lo stesso verso. 

Due seguenti omologhi sono proporzionali alle distanze del centro d’omote¬ 
tia da due punti omologhi. 

Due figure simmetriche rispetto ad un punto sono inversamente omotetiche 
rispetto ad esso. 

Se il centro d’omotetia è considerato come appartenente alla prima di due 
figure omotetiche, esso sarà omologo a sè stesso nella seconda. Esso è allora il 
punto doppio delle due figure, ed è pure chiamato il loro centro di similitudine . 
Le distanze del punto doppio a due punti omologhi sono in un rapporto dato, 
giacché esse sono rette omologhe. 

Le perpendicolari calate dal punto doppio su due rette omologhe qualunque 
sono in un rapporto dato. 
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Due triangoli di uno stesso piano, simili e similmente disposti possono ridursi 
ad essere omotetici mediante rotazione attorno ad un punto del loro piano. (*) 
Sia S tal punto e siano ABC, 

A l B 1 C l i due triangoli simili 
(fig. 4') e tali che si abbia: 

A\B X _ BiCi _ _ 7^ 

AB ~ BC CA 

Pigliamo sui raggi SA, SB, SO, 
i punti A 2 , B 2 , C % tali che sia : 

__ B 2 C 2 __ @%A % 

AB BC CA ’ 

I due triangoli ABC, A 2 B 2 C 2 
sono evidentemente omotetici, le 
rette che uniscono due punti 
omologhi saranno parallele e sta¬ 
ranno fra di loro nel rapporto 
1 \K. 

Facciamo ora rotare il triangolo A % B 2 C 2 attorno ad S di un angolo a, e in 
modo che venga ad assumere la posizione di A l B v C x . Allora i segmenti omo¬ 
loghi verranno a formare fra loro un angolo oc, e staranno fra loro nella rela- 
. zione 1 \K. I due triangoli ABC, A l B l C l sono cosi diventati omotetici . 

Reciprocamente se i due triangoli ABC, A l B l C l di uno stesso piano godono 
di tal proprietà, si può trovare un punto S del loro piano tale che diventi un 
punto comune ai due triangoli omotetici. Tal punto sarà P intersezione dei due 
cerchi A l EA t e B^B^ 

H punto S è dunque il punto che è omologo a sè stesso nelle due figure ed 
è quindi il punto doppio o centro di similitudine dei due triangoli. 

Si può da quanto precede dedurre che: 
se un triangolo si muove in modo qualunque nel suo piano restando simile a 
«è stesso, esiste sempre in questo piano un punto tale che, considerato come appar¬ 
tenente alla figura mobile, resta fisso. 

Z. Divisione armonica . Sappiamo che dati in un piano una retta m ed un 
punto A fuori di essa, fra le infinite rette passanti per A ve n’ha una ed una 
. sola che non incontra m. Se una qualunque fra queste infinite rette che in¬ 
contrano la m si fa rotare attorno ad A, il punto d’intersezione si allontanerà 
tanto più da un dato punto di m quanto più la retta mobile tenderà a sovrap- 



4' 


ì 


t 


(’) Vicari*, Figurai semejantemente variatile* • El Progreeo Matemàtico, li. 


Digitized by t^ooQle 




14 


porsi alla retta unica che non incontra m. Diremo che il punto d’intersezione 
è situato a distanza infinita o alV infinito, quando tal sovrapposizione sia avve¬ 
nuta. 


Abbiamo visto (num. 5-1) che dato un segmento, su di esso, non vi è che un 
solo punto che lo divida in un rapporto dato di grandezza e segno. 

Se dunque AB è un segmento ed M X M' sono due punti di esso uno interno e 

MA M'A 

l’altro esterno, il rapporto è negativo mentre che il rapporto —— è po- 
. . _ MB M B 

sitivo. E dunque: 


MA M'A 
MB + M'B 


e poiché M ed M' entrano in modo simmetrico in tal relazione, li diciamo co¬ 
niugati rispetto ad AB. 

Si ha ancora: 

MA MB _ AM BM 

M'A H ~ M'B ~ ’ AM' + BM' ~ 


cioè reciprocamente A e B sono coniugati rispetto al segmento MM\ 

Se osserviamo che è: 

M'A = M'M+ MA = MA — MM' 

vediamo che la relazione precedente può scriversi: 

MA MA — MM' 

MB + MB — MM' ~ ’ 

e sopprimendo i denominatori otteniamo la proprietà caratteristica della divi¬ 
sione armonica: 

2 11 
MM' MA MB ’ 


che ci mostra che l’ inverso del segmento MM' è medio aritmetico fra gli inversi 
dei segmenti MA ed MB. 

H segmento MM' è detto medio armonico fra i segmenti MA ed MB , per cui 
i punti M ed M' sono coniugati armonici rispetto al segmento AB. 

I punti A, B, M y M' costituiscono una divisione armonica. 

3. Dato il punto M del segmento AB è facile trovarne il suo coniugato M' m 
Pei punti A e B conduciamo delle parallele, nello stesso senso se M è interno 
ed in senso contrario se M è esterno ad AB (fìg. 5). Su queste parallele pi¬ 
gliamo delle lunghezze rispettivamente uguali ad AM e BM, e siano AA' e 
BB Unendo i punti A' e B' otteniamo i triangoli AA 'M' } BB'M f , che es¬ 
sendo simili danno: 

M'A AA' MA 
M'B ” BB' ~ MB ' 
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per cui il punto M' eh© la retta A'B' determina su AB è il coniugato armo¬ 
nico di M rispetto al segmento AB. 

È chiaro che se il punto M fosse il punto medio del segmento AB, il suo 
coniugato sarebbe il punto all’infinito di AB, e che il coniugato di uno degli 
estremi, A o B, sarà l’estremo stesso, giacché in questo caso la retta che dovremo 
condurre per esso è nulla. 




4 . Se di tre segmenti il primo è maggiore del secondo e questo è maggiore 
del terzo, ed il primo ed il terzo sono proporzionali alla differenza fra i primi 
due e gli ultimi due, si dice che i tre segmenti formano una progressione ar¬ 
monica, e che il secondo è medio armonico fra gli altri due. 

Se AD, AB, AC sono i tre segmenti (AD > AB > AC), il punto A ed i punti 
B, C, D formano un sistema armonico. A è coniugato di B e C di D. 

Essendo infatti: 

AD ; AC= AD — AB ; AB — AC, 

ed essendo: 

AD —AB = BD, AB — AC — BC, 

sarà pure: 

AD ; AC = BD 1 BC. 

Quando i punti A, B, C, D formano un sistema armonico, ed è E il punto 
medio del segmento AB, se A è coniugato di B, il segmento AE è medio pro¬ 
porzionale fra i segmenti EC ed ED. Infatti, è chiaro che C e D sono dalla 
stessa banda di E, giacché dall’essere: 

AC\BC=AD\BD, 

risulta che se è: AC>BC, sarà pure: AD > BD. 

Dalla precedente proporzione ricaviamo pure: 

AC+ BC : AC— BC= AD + BD \ AD — BD, 
e sostituendo a ciascun termine la sua metà: 

EA ; EC = ED : EA eT = EC.ED. 
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Unendo ad uno stesso punto 0 i quattro punti M y M\ A, B che determinano 
una divisione armonica (fig. 5), il fascio di raggi Oif, OM, OA , OB forma un 
fascio armonico . ( L ) 

5. Se P e Q sono punti omologhi di due figure direttamente simili F l , JF* 
e sono coniugati rispetto ad un cerchio A, il luogo di ciascuno dei punti P o 

Q è un cerchio. 

Sia Pj il punto doppio delle due figure e la retta PQ intersechi il cerchio 
A nei due punti P, S . Sia P t il punto medio di PQ, ed uniamo* P x con P 2 . 

Evidentemente la forma del triangolo PQP, dipende esclusivamente dalla for- 

P X P, 


ma delle due figure F x ed e quindi il rapporto 


P%P 


è cognito ; e poi¬ 


ché i punti Q e P sono coniugati armonici rispetto ad R ed S pel dato stesso 

del teorema, sarà: 

P^P 2 — P t S. SR, 


cioè, se t è la lunghezza della tangente condotta da P 2 al cerchio A, è : P t P 2 = <*. 
P P 

Anche il rapporto — è dunque cognito, ed il luogo di P t è un cerchio. La 


forma del triangolo PP X P % è quindi anch’essa nota, ed il luogo geometrico del 
punto P è anch’eeso un cerchio. 

Se P, Q sono punti omologhi di due figure F L , F t direttamente simili de¬ 
scritte sui lati BC, AB d’un triangolo, quando le rette AP, CQ> sono parallele 
il luogo di ciascuno dei punti P e Q è un cerchio. 

Anche qui sia P x il punto doppio delle due figure date, e sia P x il punto di 
F 2 corrispondente al punto C di F x . 

Condotta la P X P e prolungato CQ a segare P X P in E se il punto Q x è il 
punto doppio delle due figure ABCQ, , PCPjP, i due triangoli ChCQ, QjPjP sono 


(*) Se 0, Q' sono gli angoli formati dai raggi OJf, OJT ©olla bisettrice dell’angolo AOM' (fig. 5), 

si ha: 

■en ( j AOM'' + f) sen MBO 
Ben AOM' - é) sen OAM 

sen (j AOM'+ 9') sen MBO 
sen (j AOM' — 0») sen OAM 

Ora èj 

AM , AM' _ 

MB ' M'B “ 

per cui anche il rapporto dei secondi membri delle due precedenti uguaglianze è uguale a — 1. 
Da tal rapporto rioaviamo dunque: 

tg 0 • tg 0* =s tg* —■ AOM' 

relazione caratteristica ohe lega gli angoli formati da due raggi armonioi colla bisettrice dell’an¬ 
golo dell’intero fascio. 


(«) 


BM 

MO 


AM' 

M'B 
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equiangoli, ed è Q 1 CP=Q 1 P 1 P. I punti Q XÌ P n E, C sono su di uno stesso 
cerchio, ed è: 

P X EC = 180° — P& C = ABC. 

L’angolo P X PA è cognito essendo uguale all’angolo ABC, ed il luogo di P è 
quindi un cerchio.^) 

6. In ogni triangolo ABC la bisettrice di un angolo e quella del suo con¬ 
seguente dividono internamente ed esternamente il lato opposto in segmenti 
proporzionali ai lati di quest’angolo. (*) 

Siano D ed E (fig. 6) i punti in cui la bisettrice dell’angolo C e del suo 
conseguente incontrano AB. Condotta BF 
parallela a CD e BO parallela a CE, sarà 

CFB = FBC e BGC = CBG, 
per cui è: 

CF=GC=BC. 

Ma si ha: 

AD : BD = A C : CF 
AE\ BE=AC ; GC, 
per cui sarà: 

ad: db = ae\be=ac\bc . 

Da questa proposizione possiamo dedurre che il luogo dei punti che hanno 
da due punti dati distanze proporzionali a due seguenti dati, è il cerchio che ha 
per diametro il segmento compreso tra quei due punti , che coi due punti dati 
formano un sistema armonico, ed hanno da questi distanze proporzionali ai due 
segmenti dati. 

7 . Teorema di Mac-Laurin. Se fra due segmenti a e c (a > c) è b il me¬ 
dio armonico , il valore inverso di questo è meta della somma dei valori inversi di 
quelli . 

Si ha infatti: 

a \ c = a — b\ b — c 

per cui: 

a(b — c) = c (a — 6), 6 (a H- c) = 2 ac 

ossia: 

2 ac 

b = - 

a -4- c 

dalla quale ultima si ricava: 

1_ _ a-h c = 1^ /1_ 1\ 

b 2oc 2 \ a c / 

(*) Casxt, Sequel of thè firet eix boóka of Euelid - Esercizi. 

(*) Caritot, nella Oéométrie de Poaition adopra questa espressione a preferenza di quella di 
divisione armonica. Il teorema è di Euolide (VI-3), ma fu completato da F7leidbrsb. 
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§. Teorema di Menelao. Se una traversale sega i tre lati di un triangolo 
AB C in tre punti a, (3, y, determina sui tre lati tre rapporti il cui prodotto è 
uguale a — 1. Avremo cioè : 


uC A $A A yB — 


1. 


Conduciamo da A, B, G le perpendicolari p\ p'\ p (fig. 7) sulla traversale. 

Avremo: 

p' y A p ” a B p'" [3(7 
y 7 "" y^’ ’p^^JI 

da cui moltiplicando e mettendo in. evi¬ 
denza il segno: 

p\p".p"' _yA <xB 

ocC 



fi£__ 

M' 


p".p"'.p' Y-B 

Reciprocamente , «e tre punii appartenenti a tre lati di un triangolo sono tali 
che il prodotto dei tre rapporti che essi determinano sui tre lati sia uguale a — 1, 
gwei tre punii appartengono alla stessa retta . 

Per ipotesi si ha: 

y A ocB (3(7 
Yb ' a<7 ' "p" 


. —L 


Se ora uno dei tre punti, ad esempio y, non è sulla retta su cui sono gli altri 
due, questa segherà AB in un altro punto y', e si avrà: 

y ÌB <*B ,(3(7 

y ’A «(7 pi 

Sarebbe dunque : 

Y B y 'B 

y A y ’A 


Ma un dato segmento non può esser diviso che in un modo unico in un rapporto 
dato, dunque y* deve coincidere con y. 

9 . Se Aa, B[ 3, Cy sono tre traversali angolari che concorrono nello stesso 
punto D, i due punti (3, y ed il coniugato armonico a' di a rispetto a B Q C 

sono in linea retta. 

Infatti, essendo le traversali Aa, I?(3, Cy per ipotesi concorrenti, si ha: 

Coc _ n J?(3 _ p Ay _ m 

ocA m* (3A n 1 yB p 


Ora, poiché a f è coniugato armonico di a, è: 

Bai! n 

a 'C m 
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e quindi: 

Bx' Ay 

x'C $A ' yB ~~ L 

Qnngta proposizione ci indica il mezzo di costruire il qgningatojtwomco, a* 
d’un punto qualunque x preso sul 
lato BC del triangolo ABC. Con¬ 
dotta la traversale angolare Ax 
(fig. 8), tiriamo due traversali 
qualunque 2? [3, Cy che s J interse¬ 
chino in un punto D della prima 
-traversie. Condotta la (}y, questa 

incontrerà il lato BC ilei punto 9 _ \ 

a* richiesto. pig 8 

Se A a, 23(3, Cy sono traver¬ 
sali angolari che concorrono in un punto D, i tre punti a', fi’, y' rispettivamente 
coniugati armonici di a, [3, y (fig. 8) rispetto ai vertici A, B, C del triangolo ap¬ 
partengono ella stessa retta . 

Infatti, si ha per ipotesi : 

Bx n <7(3 __ p Ay _ m 

xC m } $A n 1 yB p 

e sostituendo ad a, (3, y rispettivamente a VP’, y': 

Bx 1 n C{ 3' p Ay 1 m 

x'C ■“ m ’ $'A ~ n 1 fB ~ p ' 

Moltiplichiamo membro a membro: 

Bx' 0(3' Ay' _ 

IRÌ ' ' YB “ 

quindi, pel teorema di Menelao, i tre punti a', (3', y* sono in linea retta. 

IO. Teorema di Ceva. Se le tre traversali angolari del triangolo ABC 
passano per uno stesso punto D, il prodotto dei tre rapporti che esse rispettivamente 
determinano sul lato corrispondente è uguale ad 1 . Se a, (3, y sono i tre punti 
sui tre lati, è: 

Bx (7(3 Ay _ 

"CbT* Af ’ By ” * 

Confrontando infatti le coppie di triangoli (fig. 9 ) DAB e J?CA, DBC e 
DABj DCA e DBC si ha: 

D4B Bx DBC C(3 DAC Ay 

D CA Cx 1 DAB~~A$' DBC By 
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ossia: 

DAB BBC DAC Ba C§ Ay 
DCA ' DAB * DBC~~ Cfo Afì'By'' 

ma il primo membro di questa uguaglianza è uguale ad 1, per cui è pure: 

Ba gp Ay 
C<x Ap By 

Reciprocamente , se tre punti appartenenti a tre lati di un triangolo determinano 
su questi lati tre rapporti il mi prodotto sia uguale ad 1, le rette determinate da. 

ciascuno di questi punti e dot vertice opposto , passano 
per uno stesso punto . Supponiamo che mentre lo 
rette -da, -Z?P (fig. 9) passano per D la Cy non vi 
passi. Allora la CD incontrerà il lato AB in un 
altro punto y\ e pel teorema precedente è: 

Ba Cp . Ay' _ 

U* ’ 1p ' By' ~ ’ 

Dovrebbe dunque essere: 

Ay ’ __ Ay 
By 1 By 

Ma non potendosi dividere un segmento in un dato rapporto che in modo 
unico, il punto y' deve coincidere con y e la retta Cy passa anch’essa per D . 

11. Se a, p, y sono tre punti appartenenti ai tre lati del triangolo ABC, e 
sono tali che la somma dei quadrati di tre segmenti non consecutivi sia uguale alla 
somma dei quadrati degli altri tre ì le perpendicolari ai lati del triangolo condotte 
per quei punti concorrono in uno stesso punto . 

I triangoli DBC Ì DCA (fig. 9) per un noto teorema di Geometria danno : 

BD 2 — CT?=*TÌk— Ca } CD 2 —AD 2 =Cf — Jf 
e sommando: 

BD 2 — AD 2 = Bn+’cf— (Uà — Ijf). 

Ma il secondo membro di questa uguaglianza è evidentemente uguale a By 2 — Ay 2 ; 
dunque: 

BD 2 —AD 2 = BY 2 —Ay 2 . 

Ora, se la differenza fra i quadrati di due lati di un triangolo vale la differenza 
fra i quadrati dei segmenti determinati dalla traversale angolare sul terzo lato, 
questa traversale angolare è perpendicolare alla base ; dunque la retta Cy è per¬ 
pendicolare ad AB. 
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12. Figure omologiche . Diciamo eh© due figure sono omologiche (*) o prò- 
\spettive se si corrispondono punto per punto e retta per retta, in modo che: 

1° i punti corrispondenti siano su rette convergenti in uno stesso punto, 
[che chiamasi centro d 1 omologia o'di prospettiva; 

2° che le rette corrispondenti s’intersechino su di una stessa retta che 
r dicesi asse d 1 omologia o di prospettiva . 

Se una di queste condizioni si verifica, l’altra si verifica di conseguenza. 

Per determinare la figura omologica ad una figura data, basta conoscerne il 
centro e l’asse d’omologia ed una coppia di punti omologhi. 

Diciamo che due figure sono proiettive o riferite fra di loro proiettivamente, 
se possono dedursi l’una dall’altra mediante un numero finito di operazioni. 

Due elementi che si determinano cosi scambievolmente diconsi corrispondenti, 
e se hanno sè stessi per corrispondenti diconsi i miti. 

Se ad esempio conduciamo due rette a segare un fascio di raggi, determi¬ 
niamo due punteggiate proiettive. Due elementi di uno stesso raggio sono cor¬ 
rispondenti ed il punto comune alle due rette è un punto unito. 

Se invece abbiamo due fasci proiettivi, due raggi proiettanti di uno stesso 
punto della punteggiata sono corrispondenti, e nel raggio comune ai due fasci 
avremo un raggio unito. 

Il centro d’omologia è un punto unito; l’asse d’omologia, composto di punti 
uniti, è una retta unita. Se l’asse d’omologia si 
sposta all’infinito, siamo nel caso dell’emotetia. 

Sono proprietà proiettive di una figura quelle 
che sussistono ancora nella proiezione di essa. 

Non sono però proiettive, in generale le proprietà 
che si riferiscono a relazioni di grandezza. 

Proiettiamo da un punto 8, centro di proie¬ 
zione (fig. 10) tre punti A, B, M di una retta, 
e ne siano A\ B\ M } le rispettive proiezioni. 

I triangoli SAM, SBM , essendo MH ed MK ri¬ 
spettivamente perpendicolari ad SA e SB, danno : 

8 A M MA SA . MH 



/ 


L 






SBM MB SB. MK 


Fig. io. 


Cosi pure i triangoli SA’ M\ SB'M' danno: 

SA'M' M'A' SA’. M'H' 


SB'M' 


M'B' SB'. M'K' 


(>) Questo nome devesi al Pohcelet ohe per primo ha dato la teoria delle ligure omologiche. 
Ine erano però già state impiegate dal L. Hibb (Pianiconicutt, 1678) e dal Le Poitrb (1704). 
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Queste due espressióni rispettivamente danno: 

MH MA.SB M'H' M'A' SB' 

MK~~ MB.SA 1 M'K' ~ M'B' ’ SA'' 

Ma dalla figura vediamo che è: 

M'H' S'M' M'K' 

MH = SM MK' 

dunque : 

MA SB M'A' SB' 

~MB ' SA “ M'B' ' SA' ' 


I rapporti 


MA 

MB 


M'A' , v . SB SB' 

sono dunque disuguali se non è : , il che 


M'B' 


ha luogo solo quando AB ed A'B' sono parallele, giacché tal condizione include 
quella di similitudine dei triangoli SAB ed SA'B'. 

In generale però, considerando un punto P e la sua proiezione P’, è: 


PA SH_ FA' SB' 
~PB ' SA ~ ’PB r ' "SA 7 1 


e dividendo membro a membro la penultima per quest’ultima uguaglianza: 

MA . PA M'A' . P'A' 

MB * PB 5=3 MB' ‘ P'B' 1 

dalla quale uguaglianza si vede che il quoziente dei rapporti nei quali due punti 
dividono un segmento dato ha ugual valore sulla retta e sulla proiezione di essa, 
trascurando i segni dei segmenti. 

13 . Rapporto (inarmonico. L’espressione: 

, x MA P A 

(fl) HB '• ~PB 

vista nel numero precedente, e che simbolicamente si scrive : ( M , A , P, B) fu 
per primo studiata dal MObius (*) che la chiamò rapporto di doppia sezione. 
Più tardi Chasles (*) le diede nome di rapporto anarmonico , poiché quando sia 

MA , PA 

MB * PB ~ 1 

esso diventa ciò che i geòmetri greci chiamavano rapporto armonico. 


t 1 ) Barycent. Cale., pag. 180 e seg. 

( 2 ) Aperqu Hietorique, pag. 84, nota 9. Esso fece del rapporto anarmonioo la base del trattato 

di Geometria superiore. 

Questo rapporto trovasi pare nella Collezione matematica di Pappo, prop. 129, colla dimostra¬ 
zione della sua proiettività. 
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Se M è all 7 infinito, il rapporto 
con Bj sarà: 


anarmonico si riduce a 


PB 

PA 


PA _ MA 

PB ~ MB “ X 7 


se P coincide 


in cui è X=0; se P coincide con B , sarà X = co ; se P coincide con jftf sarà X = 1. 

Se dunque i quattro punti sono distinti, il rapporto anarmonico di essi può 
assumere qualunque valore, eccetto 0, co ed 1. 

L’espressione (a) può essere scritta in altri 23 modi, giacché 24 sono le per¬ 
mutazioni che si possono fare con quattro lettere. Ma di esse sole sei sono di¬ 
stinte, essendo quelle 24 espressioni a -quattro a quattro uguali fra loro. Ve¬ 
diamo cioè che se in un rapporto anarmonico di quattro punti si scambiano 
due punti qualunque fra di loro, e contemporaneamente si scambiano gli altri 
due, il rapporto anarmonico non si altera. I sei rapporti differenti sono: 

(MAPB), ( MPBA) } (MBAP), ( MABP ), (MPAB), (MBPA). 


La proiettività del rapporto anarmonico conduce alla nozione di rapporto 
anarmonico di un fascio di raggi uscenti dallo stesso punto, posto a distanza 
finita o infinita. 

Il rapporto anarmonico di un fascio di raggi è quello stesso dei punti d’inter¬ 
sezione di questi raggi con una traversale qualunque. Se il rapporto anarmo¬ 
nico ( MAPB ) di quattro punti di una retta ha il valore n, si ha: 


n — 1 n 1 

MA “ 1 ÌP ~ UB 


Se infatti nell’espressione: 


MP # MB 
AP : ~AB ~ U 


cioè: 
poniamo: 
si ha: 


n . MB . AP — MP . AB = o 


AP = MP — MA , AB = MB — MA, 

n(MP. MB— MB . MA) — (MP . MB — MP . MA) = o. 


da cui ricavasi l’espressione data. 

141 . Se un esagono ABC DBF è inscritto in un cerchioni punti d’interse¬ 
zione dei lati opposti AB e DE, BC ed EF, CD ed FA sono su di una stessa 
retta detta retta di Pascal. (*) 

Se un esagono abcdff è circoscritto ad un cerchio, le rètte che congiungono 


(i) É questo l’esagono a oui Pascal diede il nome di Hòèagrammum mysticum. 
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i vertici opposti ab e de, bc ed e/, cd ed fa passano per uno stesso punto detto 
punto di Brianchon. ( l ) 

Infatti, i rapporti anarmonici delle rette ( FC , FD, FE, FA) e {BC, BD, BE, 
BA) hanno ugual valore, che è il valore stesso di quattro punti determinati da 
un cerchio. I fasci di rette determinano, l’uno sulla CD, l’altro sulla DE i 
corrispondenti rapporti anarmonici (C, D, FE, FA) e {BC, D, E, BA). Perciò 
passano per uno stesso punto : 

1° la retta che congiunge C col punto comune alle rette BC e DE, cioè BC] 
2° la retta che congiungo il punto comune alle rette CD ed FE con E , 
cioè EF] 

3° la retta che unisce il punto comune alle rette CD ed FA col punto co¬ 
mune alle AB e DE. 

La terza retta contiene dunque il punto comune alle due prime. 

La dimostrazione della seconda parte del teorema si fa in modo analogo, scam¬ 
biando rette con punti e viceversa. 

Reciprocamente, se un esagono possiede una retta di Pascal ed un punto 
di Brianchon, esso può inscriversi e circonscriversi ad 
un cerchio. 

15. Potenza di un punto. Sia P un punto qualun¬ 
que del piano del triangolo ABC. Conduciamo da esso 
le perpendicolari ai lati e siano F, G, H i piedi di esse 
(fig. 11). Evidentemente sarà: 

hi 2 —HTi 2 =Zp 2 — Up 2 , 

BF 2 -CF 2 = M> 2 -'CP 2 , 

CG 2 -AG? =CP 2 -AP 2 , 



giacché per tutti i punti di una perpendicolare ad un segmento la differenza dei 
quadrati delle loro distanze dagli estremi del segmento è costante. 

Sommando membro a membro quelle tre uguaglianze si ha: 

AH 2 — Uh 2 + Hi? — cf 2 + ’cg? — ~AG 2 = o. 


Se i punti 27, F , C diventano i punti medi A\ B\ C ' dei tre lati AB, BC, CA y sarà: 
AH 2 — BH 2 ^ . AB. C'H, ecc., 

per cui: 

AB.C'H' + BC.A'F -f CA.B'G = o, 

In questa uguaglianza i singoli prodotti sono positivi o negativi a seconda che i 
segmenti che entrano quali fattori hanno ugual direzione o direzione opposta. 


(i) Journal de VÉcole Polytecnique, 1806. 
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Se con centro S descriviamo un cerchio che sia segato in P e Q da una 
traversale condotta da A 1 sarà: 

AP. AQ = AC* — PC 2 , 

essendo C il punto medio della corda PQ, cioè il piede della perpendicolare 
condotta dal centro B sulla traversale. 

Sarà pure: 

Io* — pc*=Jb*—ps 2 . 

Dunque il prodotto: 

AP. AQ = AB 2 — PB 2 

è costante per ogni retta che passa per A , ed è positivo o negativo secondochè 
A giace fuori o dentro il cerchio. 

Tal prodotto, determinato dal punto e dal cerchio, chiamasi potenza dd punto 
rispetto al cerchio . 

Essa è positiva ed uguale al quadrato della tangente condotta dal punto al cer¬ 
chio, oppure è negativa ed uguale al quadrato della metà della corda minima fra 
quelle passanti pel punto dato. 

Facilmente si dimostra (*) che la potenza del centro del cerchio inscritto in 
un triangolo, rispetto al cerchio circoscritto è il doppio prodotto dei raggi dei 
due cerchi. ( 2 ) 

Il luogo dei punti che hanno ugual potenza rispetto a due cerchi dati è una 
retta perpendicolare al segmento che ne unisce i centri. 

Infatti, indicando con 0 ed i centri di tali cerchi, con red ^ i loro raggi 
e con A un punto del luogo, si ha: 

ÓI 2 —r* = Ò^Ì* —r,* 

da cui: 

oT— o,V = r 2 —V, 

cioè il è un punto tale che la differenza dei quadrati delle sue distanze ai due 
centri 0 ed O x è costante : questo punto appartenendo al luogo, questo luogo è dun¬ 
que la perpendicolare alla retta 00 1 condotta ad una distanza dal punto medio di 
r 2 — -r, 2 

questa, uguale ad - • 

IO. La retta che è luogo dei punti che hanno ugual potenza rispetto a due 
cerchi, fu dal Gautier chiamata asse radicale dei due cerchi. Il Poncelet ( 3 ) 


(') Veggasi ad esempio: Baltzeb, Planimetria , § 14. 

(*) Eulbro, Novi Commentarti Petropol .... ; Steiner, Giornale di Creile , II; Jacobi, idem., III. 
(«) Proprietà projeetivee dee flguree, 77. 
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la chiama carda comune . È pur conosciuta col nome di asse di collimatone^ ( x ) 
di linea delle 'potenze uguali ( 2 ) e di cordale ( 3 ) dei due cerchi. 

Vogliasi costruire l’asse radicale di due cerchi che non si segano. Siano 

O l , 0 2 tali centri (fig. 12). Descri¬ 
viamo un nuovo cerchio 0 8 che seghi 
i due cerchi dati. Sarà la corda AB 
l’asse radicale dei due cerchi O l ed 
0 3 , e la corda A l B l l’asse radicale 
dei due cerchi 0 % ed 0 3 . Dunque 
il punto d’incontro P di tali due 
corde appartiene all’ asse radicale di 
due cerchi dati. 

Da P caliamo dunque la perpendico¬ 
lare alla linea dei centri O x ed O t . 
Tale perpendicolare sarà l’asse radi¬ 
cale richiesto. 

Se B e B l sono due punti dell’asse radicale e sono interni ai due cerchi, 
le corde minime di questi e che passano per quei punti, sono uguali. 

Se sono esterni, da essi si possono condurre uguali tangenti ai due cerchi. 
Tali punti sono dunque i centri, e le tangenti uguali sono i raggi di certi cerchi 
che segano ad angolo retto i cerchi dati. Sono perciò chiamati cerchi ortogonali. 

Se i cerchi dati sono tre, in generale esiste un solo punto che ha uguali 
potenze rispetto ad essi. In questo punto s’intersecano le rette i cui punti 
hanno potenze uguali rispetto a due dei cerchi dati. Esso è dunque il punto 
d’intersezione delle corde comuni ai tre cerchi presi a due a due. ( 4 ) Se que¬ 
sto punto è esterno ai cerchi dati, è centro del cerchio che sega ad angolo retto 
i tre cerchi. 

Il punto d’intersezione H delle tre altezze di un triangolo ha potenze uguali 
rispetto ai cerchi descritti coi tre lati quali diametri. Il valore comune delle 
potenze di H rispetto a tali cerchi è il prodotto dei diametri dei cerchi inscritto 
e circoscritto al triangolo XYZ determinato dai piedi delle tre altezze. 

IT. Polo e polare . Se da un punto conduciamo delle secanti a due rette 
date e se in ciascuna secante trovasi il coniugato armonico del punto dato ri¬ 
spetto ai due punti in cui la secante incontra le due rette, il luogo di questi 
coniugati armonici è una retta che colle due altre forma un fascio. Questa 
retta è detta polare del punto dato il quale a sua volta è polo della retta. 


0) M agnuì, Aufgdben , I. 

(*) Steiner, Giornale di CreUe t I, 166. 

( 8 ) Plùker, Anal. Geom . eco., I, 98. 

( 4 ) Poncslet, Propr . projett. dee figuree, 71 ; Oabnot, Géom. de position, 805. 
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Ogni retta rispetto a due altre rette colle quali formi fascio ha infiniti poli 

giacenti su quella rètta del fascio che è coniugata della prima. 

Per costruire la polare di un punto C rispetto a due rette AA\ BB\ si ti¬ 
rino da C due secanti che incontrino AA' in a ed a\ e BB' in 6 e b\ Le 
rette ab\ a'b s’intersecano in un punto E della polare. 

19 : Se da un punto P conduciamo delle secanti ad un cerchio, per ognuna 
di queste esiste un punto coniugato di P. H luogo di tali punti è la polare di 
di P rispetto al cerchio. 

Il punto P è poi il polo della stia polare. 

La divisione armonica essendo proiettiva, il metodo delle proiezioni si ap¬ 
plica con vantaggio alla dimostrazione delle proprietà dei poli e polari. 

Il punto P sìa esterno al centro di cerchio 0. La proiezione di P all’infi¬ 
nito sia P' e quella di 0 sia 0\ Conducendo per P delle rette, le loro proie¬ 

zioni saranno delle parallele. I coniugati di P 1 saranno i punti medi dei 
segmenti determinati dal cerchio su queste parallele, e questi punti medi essendo 
sul diametro perpendicolare alle secanti, la polare di P avrà per proiezione un 
diametro del cerchio O 1 e quindi sarà una retta, corda di contatto delle tangenti 
condotte da P. 

H punto P sia interno al cerchio. Proiettando 0 in modo che la sua proie¬ 
zione abbia P 1 per centro, essendo P’ il punto medio di una qualunque delle 
secanti che passano per esso, i suoi coniugati sono all’infinito. La polare di 
P f è dunque la retta che si proietta all’infinito sul piano di proiezione. 

Il punto P sia infine sul cerchio. La sua polare sarà la tangente al cerchio 
passante per esso. 

Nel primo caso abbiamo detto che su di una tangente condotta da un punto 
il coniugato di questo punto è il punto di contatto. 

Reciprocamente il punto di contatto ha per coniugato ogni punto della 
tangente. 

La tangente è dunque la polare del suo punto di contatto. 

19 . Le polari dei punti di una retta d, passano pél polo P di questa retta . 

Infatti, se A è un punto di d e tiriamo la retta AP, i punti A e P sono 
coniugati. Dunque la polare dell’uno passa per l’altro. 

Reciprocamente i poli delle rette passanti per uno stesso punto sono sulla 
polare di questo. 

B rapporto anarmonico di quattro punti in linea retta è uguale al rapporto 
anarmonico del fascio di polari di essi. 

Infatti, essendo per ipotesi i punti su di una stessa retta, le loro polari sa¬ 
ranno concorrenti. Le rette di questo fascio sono perpendicolari ai diametri 
passanti per punti considerati, e fanno angoli uguali agli angoli. formati da 
questi quattro diametri. 
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Dunque il fascio di polari ha lo stesso rapporto anarmonico del fascio di 

diametri, il qual rapporto anarmo- 

•r* 

nico è uguale a quello dei quattro 
punti. 

$0. Vogliasi la polare di un 
punto P rispetto ad un cerchio. 
Conduciamo da P due secanti 

AB, CD (fig. 18) al cerchio. Le 
rette AC, BD si segheranno sulla 
polare richiesta. 

Infatti, la polare di P contiene il 
coniugato di P su AB ed il coniu- 
gato dello stesso P su CD . Ugual¬ 
mente sarà .rispetto alle due rette 

AC, BD, o alle rette AD, BC. 
Ora, la polare di un punto rispetto 
ad un angolo è una retta passante 

Flg * 18, pel vertice dell’angolo. La polare 

rispetto al cerchio è la stessa di quella rispetto agli angoli (AC, BD) o (AD, 
BC). Essa passa dunque pel vertice di ciascuno di questi angoli. 
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NOTA I. 


LA GEOMETROGRAFIA 


In ogni Scienza o nei vari rami di una stessa Scienza la semplicità assoluta 
di una proposizione dipende dall’ordine che essa occupa, cioè dai vari gradi pei 
quali, a partire da nozioni elementari o da verità sperimentali devesi passare 
per giungere fino ad essa. 

La semplicità relativa , qualunque sia l’ordine a cui la proposizione appartiene, 
dipende invece dal numero di elementi sillogistici necessari per stabilirla, inten¬ 
dendo per demento sillogistico ( l ) una qualunque delle parti di un sillogismo 
semplice o composto, ed anche la constatazione necessaria per ridurre i dati ad 
esser compresi nel sillogismo. Dal numero di elementi sillogistici si può così 
giudicare della maggiore o minore semplicità di una proposizione a confronto 
di altre equivalenti. 

Questi criteri guidarono l’illustre Lemoine e ad essi diede forma concreta in 
un’ ammirevole memoria letta al Congresso di Orano dell’Associazione francese pel 
progresso delle Scienze del 1888. A questo nuovo ramo delle Scienze Matema¬ 
tiche egli diede il nome di Geometrografia ì nome anch’esso nuovo e che è usato 
nel senso di arte ddla misura delle costruzioni geometriche . 

L’esposizione del metodo della misura della semplicità nelle costruzioni geome¬ 
triche, dice lo stesso Lemoine, è così semplice che sarebbe di indiscutibile uti¬ 
lità l’impiegare qualche ora nell’esposizione di esso in un corso di Geometria 
elementare. 

Si badi che non esiste rapporto alcuno fra la semplicità di esposizione di una 
costruzione e la sua semplicità reale. La soluzione di un problema in apparenza 
molto semplice può in realtà essere meno semplice di un’ altra da noi ritenuta 
più complicata. È dunque necessario pigliar per base una regola fissa, un me¬ 
todo di misura che ci metta in grado di determinare quale fra le varie soluzioni 

O E. Lemoine, Congrego d'Orano, 1888. 
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di uno stesso problema sia realmente, matematicamente la più semplice, quale 
cioè sia quella che richiede il minor numero di operazioni elementari, ed essa 
sarà la soluzione geometro grafica del problema. 

La Geometrografia ha cosi tre scopi (*) principali : 

1° Misurare , mediante alcune semplici convenzioni, la semplicità reale di 
una costruzione effettuata, e non la semplicità di esposizione, sola cosa che fino 
ad oggi siasi fatta. 

2° Scegliere fra più costruzioni la più semplice, giudicando dall’ordine della 
loro rispettiva semplicità, e determinare cosi la costruzione geometrografica , che 
dovrà esser generale. Se si hanno più soluzioni di uno stesso problema che am¬ 
mettono lo stesso coefiìcente minimo di semplicità, esse saranno tutte costruzioni 
geometrografìche. 

3° Dare i mezzi di effettuare il più semplicemente possibile una costruzione 
geometrica. 

•... la Geometrografia. è cosa nuova e non.ancora perfetta; ma malgrado qiò essa 
si espande rapidamente, poiché abbispgpano meno,di cinque minuti per rendersi 
padroni della teoria. È poi necessario qualche esercizio ecc. 

La Geometria dei Greci, la Geometria canonica , non ammette che le soluzioni 
ottenute colla retta e col cerchio. ,A questa Geometria corrisponde la Geometro¬ 
grafia canonica, che ammette l’uso della riga e del compasso solamente. 

In alcuni casi è però di molto aiuto il ricorrere, a strumenti ausiliari ai quali 
può applicarsi un simbolo speciale. L’uso di tali strumenti deve però essere limita¬ 
tissimo e solo permesso quando non si richieda una grande precisione. In ogni 
caso le soluzioni ottenute con essi non appartengono alla Geometrografia canonica. 

Ogni costruzione che si effettua colla riga e col compasso non dà luogo che 
a poche operazioni materiali, elementari , ciascuna delle quali è contrassegnata da 
un simbolo. Esse sono le seguenti: 

1° Far coincidere l’orlo della riga con un punto dato.op. R x 

2° Tracciare la retta.op. R t 

3° Porre una punta del compasso in un dato punto.op. Ci 

4° Porre una punta del compasso in un punto indeterminato di 

una linea.op. f C % 

5° Descrivere il cerchio (*) . . . . ..op. C 3 


(*) Tolgo questi periodi da una lettera indirizzatami dall’illustre Lpxoipz a proposito di un 
mio lavoro sul Calcolo Grafico, 

(*) Furono proposte aloupe varianti a questi simboli: diformapiù ohe di sostanza. Ad esem¬ 


pio il Mackat propone le seguenti: 

1<> Far coincidere l’orlo della riga oon un punto.op. Ai 

2° Far coincidere l’orlo della riga oon due punti.op. 2 Ai 

8° Tracciare la retta.op. Ai 

4° Mettere la punta del oompasso in un dato punto. . ..op. Ci 

5° Mettere le due punte in due punti dati.op. %C X 

6° Descrivere il oerohio.op. 0% 
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Non si tiene alcun conto nè della lunghezza di una retta nè che il cerchio de¬ 
scritto sia intero oppur no. 

Il simbolo op. significa operazione. 

Qualunque costruzione della Geometria canonica è dunque rappresentata da una 
: somma di operazioni elementari : 

m ì R l “f“ ^*^8 “I" WjCj “h n %@% “4" n Z@3 

in cui m ì , m i1 .... sono coefficenti che indicano il numero di volte che ognuna 
delle operazioni elementari fu eseguita. Il coefficente di semplicità o semplicità 
della costruzione . è il totale dei coefficenti: 

Wi + m 2 + n x -f- n 2 + n s 

ed il coefficente di esattezza od esattezza della (istruzione e la somma di coefficenti: 

m i + n i + 1 

giacché l’esattezza di una costruzione dipende più specialmente dalle operazioni 
preparatorie R l1 C l1 O z che non dall’esecuzione di esse. 

H coefficente m t indica il numero di rette tracciate, il coefficente n 3 quello dei 
cerchi. 

Alle precedenti operazioni si possono oggiungere le due seguenti, semplici, ma 
non elementari : 

far coincidere l’orlo della riga con due punti.op. 2R l 

porre le due punte del compasso in due punti dati.op. 2 C x 

E evidente, come ben osserva lo stesso Lemoine, che sarebbe più logico par¬ 
lare di coefficente di difficoltà e di coefficente di inesattezza anziché di semplicità e 
di esattezza : ma nessuna confusione può nascer da ciò, non trattandosi che di 
convenzioni. 

Devesi pur badare che la nozione di numero esce dalla Geometrografia ed entra 
nel dominio dell’Aritmologia. Praticamente si può ridurre il concetto di numero 
al concetto di lunghezza di una linea prendendo su di una spala adatta delle 
lunghezze proporzionali al numero dato. 

Si può obiettare che non sono ugualmente semplici le tre operazioni C l , C 3 , 
Ri e che quindi il loro coefficente dovrebbe esser diverso. Ma si badi che que¬ 
ste operazioni sono fra loro assimilabili , giacché elementari 7 indecomponibili cioè 
in altre più semplici, per cui non possono considerarsi nè più nè meno semplici 
le une delle altre. 

H termine misura poi deve prendersi in senso più largo di quello usato abitual¬ 
mente. Qui non trattasi del confronto di una grandezza unitaria con altre della 
stessa specie, ma di un criterio per porre in evidenza quale sia il numero di 
operazioni elementari che entrano in questa od in quella costruzione, e quale 
sia il grado di semplicità di esse. 
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La Geometrografia può applicarsi: 

alla Geometria della riga e del compasso (Geometria canonica); 
alla Geometria della sola riga ; ( l ) 
alla Geometria del solo compasso ; ( 2 ) 

alla Geometria della riga, compasso e squadretta (Geometria elementare non 
canonica, Geometria descrittiva e sue applicazioni) ; 

alla Geometria della riga, compasso, squadretta, compasso di riduzione (Cal¬ 
colo grafico e Statica grafica). 

Come abbiamo detto, anche nella Geometria elementare per le costruzioni in 
cui non sia richiesta la massima precisione, è utile l’uso della squadretta. L’uni¬ 
ca operazione che non può farsi che colla squadretta si è di farla scorrere sul¬ 
l’orlo della riga. Questa operazione la indicheremo col simbolo S. H far coin¬ 
cidere l’orlo della squadretta con due punti o con una retta, è, come per la 
riga, 2 R x . 

Far scorrere la squadretta fino a che uno dei suoi lati coincida con un dato 
punto, sarà semplicemente S. Questo simbolo lo faremo precedere alle operazioni 
fatte colla squadretta : ( 3 ) cosicché tracciare la retta dopo aver fatto scorrere la 
squadra fino a farne coincidere un orlo con un punto sarà; op. $4--#*. 

Se tracciamo una seconda retta continuando a far scorrere la squadretta senza 
muovere la riga su cui si appoggia, porremo ; op. s 4- I? 2 , e il simbolo s non sarà 
considerato fra i simboli delle operazioni elementari. 

Il simbolo di qualunque costruzione fatto colla riga, squadra e compasso sarà 
dunque ; 

op. (m X R X + m t R % 4- mS ra 2 C 2 4- m 3 (7 3 ). 

Il coefficente di semplicità è: 

m 1 4'W g 4-m4-n I 4-w 2 4-% 3 

e quello di esattezza: 

m 1 4-w4-n l 4-w 2 « 

Alcune volte per effettuare più speditamente alcune operazioni si ricorre al com¬ 
passo di riduzione. L’operazione speciale che si fa con esso non è che quella 
di far scorrere nell’apposita scanalatura l’indice fino a portarlo a coincidere colla 
suddivisione che indica in quante parti uguali dev’esser diviso un dato segmento. 


(») P. Magrini, La Geometria della riga , Venezia, 1861. 

(*) Mascheroni, Geometria del compateo, 1796 . 

( 8 ) Il Lehoine ad opra il simbolo E por 1© operazioni fatte colla squadretta ed aooentaa i sim- 
boli delle operazioni effettuate oon essa qual riga. Tracciare una retta è: Io non oredo 

utile aumentare le indicazioni fondamentali oon nuove indicazioni : giacché trattasi di oonven* 
sione, io credo basti la semplice indicazione S od s per mostrare a prima vista quali operazioni 
siano state fatte colla squadra. Non conosco quali convenzioni siano state fatte pel compasso di 
riduzione. É perciò ohe propongo queste. Assimilo poi le operazioni del compasso ordinario a 
quelle fatte con questo compasso; oon questo posso far servire di perno tanto l’una che l’altra 
delle due punte per far rotare il compasso. 


V 
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Indicheremo tale operazione con 6r, il qual simbolo faremo precedere alle ope¬ 
razioni fatte con tal compasso. Del resto tali operazioni supporremo che non 
differiscano da quelle fatte col compasso ordinario. Quando una di tali opera¬ 
zioni si faccia più volte senza muover ancora V indice, ci serviremo del sim¬ 
bolo g. 

H coefficente di G farà parte del coefficente di semplicità e di quello di esattezza. 
Il simbolo della costruzione fatta coi quattro strumenti precedenti sarà dunque: 

( m l R l 4- m z R t -f~ mS 4- nG -+• n l C7 l 4- n t C t 4- n 3 C z ). 

H coefficente di semplicità sarà: 

m x -f m s -f- m n 4- n x 4- n t -f- n 3 

e quello di esattezza : 

m l 4- m 4- n 4- n x 4 - n t . 

Le costruzioni più importanti sono le costruzioni classiche fondamentali. Le 
altre sono formate da due o più di queste. 

Le costruzioni geometrografiche di questi problemi fondamentali non sono ancora 
definitivamente fissate. Però ben poche semplificazioni possono ancora sugge¬ 
rirsi. Il Lemoine ha trattate quasi tutte le costruzioni fondamentali che io 
segnerò con un asterisco. Le altre che non contrassegno, non credo siano an¬ 


cora state trattate geometrograficamente. 

1° Tracciare una retta arbitraria .op. R 2 

2° Tracciare una retta passante per un dato punto . . . . op . R x R 2 

3° Condurre una retta per due punti dati .op. 2 R x 4- 

4° Descrivere un cerchio con centro arbitrario .op. C 3 

5° Descrivere un cerchio di centro dato .op. C Y 4- 0% 

6° Prendere col compasso una data lunghezza .op. 2 C x 

7° Descrìvere U cerchio il cui raggio ha una lunghezza data 

ed il centro è dato ..op. 3 C x 4- C 3 

8° Costruire Vangolo A ì B l C l uguale ad un angolo dato ABC. 

Traccio una retta arbitraria.. . op. R 2 

Descrivo il cerchio ( 1 ) J3(p) in cui il raggio p è arbitrario . . op. C x 4- C z 

esso sega BA in A e BC in C. 

Descrivo, facendo centro in un punto arbitrario 1B l della retta 

B X C X il cerchio ^(p) che sega B 1 C l in C x .op. C 2 4- C z 

Piglio col compasso la lunghezza AC .op. 2 

Porto tal lunghezza in C l A l .op. C x 4 - C 3 

Conduco .op. 2 4 - R% 

È A l B i C l l’angolo richiesto. 


f 1 ) Cerchio B (?) cioè che ha B per centro e P per raggio. 
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Simbolo finale : 

Op. (2 R l + 2 R 2 + 4 C x + C z + 3 C z ). 

Quindi : semplicità 12, esattezza 7 ; due rette, tre cerchi. 

9° * Determinare il simmetrico A' di un dato punto A rispetto alla retta BC 
pur essa data. 

In due punti arbitrari B e C di BC quali centri, descrivo B(BA) e C(CA) 

che s’intersecano nel punto A '.op. 2 C l -f- 2 C 2 H- 2 C z 

Semplicità 6, esattezza 4; due cerchi. 

10° * Determinare il reciproco di un dato punto A rispetto ad un cerchio pur 

esso dato di cui è 0 il centro ed R il raggio. 1® Caso: OA > — B. 

2 

Descrivo A(0A) che sega O(R) dato in B e C .op. 2 C x 4- C 3 

Descrivo B(R) e C(R) che si segano in 0 ed i'.op. 3 C x -f- 2 C z 


Op. (5Ci +8CÌ). 

Semplicità 8, esattezza 5 ; tre cerchi. 

2° Caso : OA R. 

Conduco OA .op. 2 R l -f- R 2 

Descrivo A (. R ) che sega 0 (. R ) in B .op. 3 C v + C z 

Descrivo B (. R ) che sega 0 (R) in D e D } op. C x H- C z 

Conduco DD } che sega OA nel punto A' . •.op. 2 R l + R 2 

Op. (4^ + 2 R z + 4 C x 4- 2 C z ). 

Semplicità 12, esattezza 8; due rette, due cerchi. 


Si può confrontare la costruzione precedente colla seguente: 

Traccio 0^4, e per A conduco una secante arbitraria che sega il cerchio dato in 


due punti B e C .op. 3 R x + 2 R t 

Con centro in un punto arbitrario B di 0^1 descrivo P ( PB ) 

che sega il cerchio dato in B\ . . ..°P* 0, H-C 2 C 3 

Conduco CB' che sega OA in A’ .op. 2 R x -f- R % 

Op. (5 R, 4 - 3 R 2 4 - C x + C 2 + C z ). 

Semplicità 11, esattezza 7 ; tre rette, un cerchio. 

Ritengo dunque questa per costruzione geometrografica. 


11° * Data la retta AB innalzare nel suo estremo A la perpendieoi are. 

Centro in un punto qualunque fuori di AB descrivo C(CA) che interseca la AB 


ancora in E .op. C z 

Conduco CE che incontra C ( CA ) in I .op. 2 R l + R z 

Conduco IA che è la perpendicolare richiesta.op. 2 R x + R 2 


Op. (AR l +2R % + C % ). 
Semplicità 7, esattezza 4; due rette, un cerchio. 
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12° * Costruire su di una retta AB un segmento capace di un dato angolo ECD. 


Descrivo A (AB) e B (AB) che s’intersecano in P e Q . . . op. 3 C l + 2 C 2 

Descrivo C (AB) che sega CD in De CE in E .op. C x + C z 

Prendo DE col compasso e lo porto due volte di seguito su 

A (AB) a partire da B fino a D' . ..op. 4 C x 4- 2 C 3 

Traccio D'B e PQ che si segano in 0 .op. 4 B l -|- 2 R 2 

Descrivo 0 (OA) .op. 2 C x + C 3 

Op. (4 i?j —j- 2 -f 10 C x -f* 6 C 3 ). 

Semplicità 22, esattezza 14; due rette, sei cerchi. 


Nelle costruzioni pratiche non sempre è necessario condurre tutta una retta. 
Quando ad esempio si cerca l’intersezione di due rette, basta condurre una e 
quindi posta la riga a coincidere con gli altri due punti, segnarne l’intersezione 
con la prima. Così nel caso precedente, condotta ad esempio la D'B e portata 
la riga a coincidere con Pe Q, basta segnare 0 senza condurre PQ. 

13° * Condurre la perpendicolare ad una retta AB da un dato punto C fuori di essa. 
Centro in un punto arbitrario D di AB e raggio DC descrivo il cerchio che 


sega AB in un punto E. .op. C x H- C t H- C 9 

Descrivo E(EC) che sega D(DC) in F .op. 2 C x -b C 9 

Conduco CF che è la perpendicolare richiesta.op. 2 R x -f- R % 


Op. (2 R x -f R t 4- 3 C x 4- C % -f- 2 C 3 ) 

Semplicità 9, esattezza 6; una retta, due cerchi. 

La seguente è una variante che conduce allo stesso grado di semplicità per 
cui può considerarsi come una seconda soluzione geometrografìca. 

Descrivo B(BC) che sega AB in .op. 2 C x + C 3 

Descrivo A (AC) che sega B (BC) in C' .op. 2 C x -b C 3 

Conduco CC' che è la perpendicolare richiesta.op. 2 R x H- R 2 

Op. (2 R x R 2 —f- 4 C x 2 C$). 

Semplicità 9, esattezza 6, una retta, due cerchi. 

La costruzione classica dà : op. (2 R x 4- R z 4- 3 C x + 3 C z ). 

14° Per un punto dato AB condurre la parallela alla retta C pur essa data. 


Con raggio p arbitrario descrivo A (p).op. C x 

Descrivo B (p) che sega BC in C .op. C x 4- C 3 

Descrivo C (p) che sega A (p) in D .op. C x -\- C z 

Conduco AD .op. 2 


Op. (2* l + fi f -fSC r I -t-8C r ,). 

Semplicità 9, esattezza 5; una retta, tre cerchi. 

15° Per un punto A fuori di un cerchio dato 0, condurre le tangenti a que¬ 
sto cerchio . 
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Costruzione classica. Traccio OA .op. 2 R x 4- R % 

Divido OA per metà in A’ .op. 2 R 1 4- R 2 4- 2 C x 4- 2 C 3 

Descrivo A ' ( AO) che sega il cerchio dato in B e C op. 2 C x 4- C 3 

Conduco AB ed AC , tangenti richieste. . . . op. 4 2^ 4- 2 R 2 

Op. (8 R x 4- 4 R 2 4- 4 C7 X 4- 3 (7 3 ). 

Semplicità 19, esattezza 12; quattro rette, tre cerchi. 

* Costruzione geometro grafica . Conduco un diametro XY. . . op. 4- R t 

Descrivo X (OA) e Y (OA) che si segano in C .op. 4 C x 4- 2 C % 

Descrivo A (CO) che sega il cerchio dato in B e C . . . . op. 3 C x 4- C 3 

Conduco AB e AC che sono le tangenti richieste.op. 4 R 1 4- 2 R 2 

Op. (5 R^ 4“ 3 R 2 4- 7 C± 4™ 3 C 3 ). 

Semplicità 18, esattezza 12; tre rette, tre cerchi. 

16° Date due rette parallele AB, CD ed un punto P compreso fra di esse , con¬ 
durre da questo due rette limitate alle parallele , che siano fra loro uguali e for¬ 
mino un angolo retto. ( A ) 

Per P conduco la perpendicolare PE ad AB, che interseca la seconda pa¬ 
rallela in F ed alla quale è pur perpendicolare. 

Pel problema 13° si ha : op. 2 R x 4- R 2 4- 4 C l 4- 2 C z 

Da L, in direzione EB piglio EE l = PF. . . . op. 3 C x 4- C z 
Tenendo fissa la punta del compasso in E, piglio la 
lunghezza EP che porto in FF l nella direzione 

stessa di EE l .op. 2 C 1 4- C 3 

Conduco PE 1 e PF 1 che sono le rette ( 2 ) richieste, op. 4 22, 4- 2 R 2 

Op. (6 R 1 4- 3 Ri 4- 9 C l + 4(7,). 

Semplicità 22, esattezza 15; tre rette, quattro cerchi. 

17 0 Costruire il segmento medio proporzionale fra due segmenti dati m ed n, 
ossia costruire graficamente Vespressione : x 2 = m .n . 

1 & Costruzione. Tiriamo la retta indefinita XY . op. R z 
Su questa, a partire da un punto arbitrario A , pi¬ 
gliamo successivamente: AB=m, BC = n . . . op. 5 C l 4- C 2 4- 2 C 3 

Determiniamo il punto medio A 1 di A C (se nel far 
ciò approfitto dell’avere digià una punta del com¬ 
passo in C, ho).op. 2 R x 4- R 2 4- 4- 2 C 3 


(») Come ho già detto i problemi senza asterisco non oredo siano ancora stati trattati geome- 
trograficamente. Forse saranno suscettibili di semplificazioni. 

( 2 ) Il Mackay opina che condurre una retta AB sia bene: op. 2 Ri ma condurre poi AC 

sia solo : op. li, -f- , essendo l'orlo della riga digià in A. A me pare ohe, quantunque sia que¬ 

stione di convenzione, non sia ammissibile far rotare l’orlo della riga, mantenendone fisso un 
punto. Non si può fare a meno di ammettere la doppia operazione senza eadere nelFassurdo. 
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Descrivo A'(A'A) .op. 2 C x 4- C z 

Innalzo in B, estremo di AB, la perpendicolare (probi. 

num. 11) che incontra A'(A'A) in D .op. 4 R x + 2 R z + C z 


È DB, che non è necessario tracciare, la lunghezza del segmento richiesto. 

Op. (6 B l -h 4 R z + 8 C l -f- C t -f- 6 C 3 ). 

Semplicità 25, esattezza 15 ; quattro rette, sei cerchi. 

2 ft Costruzione . Conduco XY e su di essa, da un punto arbitrario A porto nella 

stessa direzione: AB = m, AC =n .op. R z -h 5 C x + C z + 2 C z 

Sul maggiore dei due segmenti AB o A C (sia AB) 

quale diametro descrivo A'(A'A) .op. 2 R x -h R% + 4 C x 3 C z 

Da C innalzo la perpendicolare che incontra 
A'(A'A) in D . È AD, che non è necessario trac¬ 
ciare, la lunghezza del segmento richiesto . . . op. 2 R l + i? 2 -f 3 C l 4- 3 C z 

Op. (4R l + 3 R 2 + 12 C x + C t +8 C z ), 

Semplicità 28, esattezza 17; tre rette, otto cerchi. 

3* Costruzione . Condotta 17 e da un punto qualunque A di essa preso nella 
stessa direzione: AB = m , AC = n , determino il punto medio A' di CB e de¬ 
scrivo A'(A'C) .op. 2R l -h2R t -{-9 C x -j- (7*4-5 C 3 

Determino il punto medio C ' di AA' appro¬ 
fittando delFavere ancora una punta del com¬ 
passo in A ' e pigliando un raggio arbitrario, op. 2 R 1 + R t -4- C l + 2 C z 

Descrivo C(C'A) che sega A'(A'C) in D . op. 2 C x -f- C z 

È AD la lunghezza richiesta. 

Op. (4 R j —f- 3 R z -f* 12 (7j -j- C z -j- 8 (7 3 ). 

Semplicità 28, esattezza 17; tre rette, otto cerchi. 

4* Costruzione . Conduco XY e dal punto arbitrario A di essa porto AA 1 = n 

(n ^ ni) .. op. R z — 1“ 2 C x — f- C z -f* C z 

Descrivo A (ni) che sega A A 1 in B e descrivo A 1 (ni) 

che sega A 1 A in B' ..op. 4 C x + 2 C z 

Descrivo B(m) e B 1 (ni) che s’intersecano in D , . op. 2 C l 4- 2 C z 

È AD la lunghezza del segmento richiesto. 

Op. (R t + 8C X + C 2 + 6C Z ). 

Semplicità 15, esattezza 9; una retta, cinque cerchi. 

1* * Costruzione geometrografica . Il Lemoine dà la seguente quale costruzione 
geometrografica. 

Traccio la retta indefinita XY, .op. R z 

Centro in un punto qualunque 0 di XY descrivo 0(m) che 

sega XY in C e C' .op. 2 C x + C % -h O z 
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Descrivo C ( n) che sega XY in E, fra C ed 0..op. 3 C ì + C z 

Descrivo E(n ) che sega Ciri) in F ed F' .op. C x + C 3 

Conduco FF 1 che sega CE nel suo punto medio L .op. 2 R 1 + R 2 


La FF ' sega 0(m) in D: la lunghezza ED è la media proporzionale richiesta. 
Op. (2 R i +2 R 2 + 6 C x + C 2 4 - 3 C 3 ). 


Semplicità 14, esattezza 9; due rette, tre cerchi. 

2 ft Costruzione geometrografica . Conduco XY .op. R 2 

Da un punto arbitrario A di essa porto AC=m . . . . op. 2 C x + C 2 + C 3 

Da C nel senso CA porto CB — n .op. 3 C v 4 - C 3 

Lasciando la punta del compasso in fi, col raggio BC = n 

che ho digià fra le punte del compasso descrivo fi(fiC). . op. C 3 

Descrivo ancora A(BC) che sega CB in D.op. Ci + C z 

I punti sono nell’ordine BACD. 

Descrivo D (BC) che sega B (BC) in E .op. C x -j- C 3 

La distanza EC è la media proporzionale richiesta. 

Op. (i ? 2 -j- 7 C l H- C!| H- 5 C 3 ). 

Semplicità 14, esattezza 8 ; una retta, cinque cerchi. 


Se la retta AC è digià tracciata e posso direttamente portare su essa CB = w, 
risparmio: op. B 2 4 - 2 C x + C % -h C 3 , ed il simbolo finale della costruzione si 
riduce a : op. (5 C l 4 - 4 C 3 ). 

Se poi i due segmenti dati sono digià sovrapposti, presi a partire dallo 
stesso punto (7, si ha per simbolo finale della costruzione : op. (2 C Y 4 - 3 (7 3 ). 

18° Determinare il segmento quarto proporzionale fra tre segmenti dati , cioè 

np 

costruire graficamente V espressione : x= - • 

La costruzione classica ha per simbolo : 

Op. (2 B ì 4 - 3 R 2 + 14 C v + 5 C 9 ). 

Semplicità 24, esattezza 16; tre rette, cinque cerchi. 
i a Costruzione . La seguente è la costruzione che trovasi in quasi tutti i trattati 
di Geometria elementare. 

Conduco due rette che formino un angolo arbitrario XA Y . . . op. R x + 2 B 2 

Porto su AX successivamente ^4D = m, DB = n .op. 6 C l + 2 C z 

Su AY porto AP=p .op. 3 C x -b C z 

Conduco DP .op. 2 R l + R 2 

Per B servendomi di due archi di ugual lunghezza appartenenti a cerchi uguali 
conduco la parallela a DP che interseca A Y in H. È PH la lunghezza del seg¬ 
mento richiesto.op. 2 R l 4 - R 2 -b 5^ H- 3 C z 

Op. (6 fi,+ 4 2* t + 14 <7,+ 6(7,). 

Semplicità 29, esattezza 19; quattro rette, sei cerchi. 


Digitized by t^ooQle 











39 


Servendomi della squadretta il coefficente di semplicità è minore. 

Condotte le AX ed AY Ì preso su AX successivamente AD = ra, DB = n e su 

A Y la AP = p col simbolo totale.op. 4- 2 R % 9 C v H- 3 C 3 

conduco, servendomi di un cateto della squadretta 

la retta DP .op. s . 2 E l R 2 

poi, appoggiato l’orlo della riga sul secondo cateto 
della squadretta, faccio scorrere questa fino a che il 
primo cateto venga a coincidere con 5, col simbolo 
S } e conduco BH che interseca A Y in H. È PH = c 
il segmento richiesto.op. S -f- R 2 

Op. (3 B l + 4 Rt + S + 9 C x + 3 < 7 S ). 

Semplicità 20 , esattezza 13; quattro rette, tre cerchi. 

Si osservi che potrei pure condurre le ile AY servendomi di uno degli angoli 


della squadretta. 

2 a Costruzione . Traccio una retta arbitraria XY . . . op. R z 

Su di essa a partire da un punto qualunque R prendo 

RA = n, RB =p .op. 5 C x -+• C % 4 - 2 C 3 

Descrivo un cerchio che passi per A e B e con centro in 
R e raggio m descrivo un nuovo cerchio che sega in C 

il precedente.op. 6 C x H- 4 C 3 

Conduco la retta RCD .op. 2 + R z 


Op. (2 R x + 2 R % H- 11 C l + C 2 + 6 C 3 ). 

Semplicità 22 , esattezza 14; due rette, sei cerchi. 

* Costruzione geometrografica. 

Descrivo un cerchio il cui diametro sia maggiore del più grande dei tre seg¬ 
menti dati.op. C 3 

Prendo su questo cerchio un punto arbitrario C e poi fac¬ 
cio CA = n ...••• op. 2 Cj Cf 4 " Cj 

Nello stesso senso di CA piglio CB = p .op. 3 C L + C z 

Piglio poi AD=p e BP' = m.op. 4 C x 2 C z 

Conduco CD e AP 1 che si segano in I .op. 4 R x 2 R 2 

Sarà Al=x 

Op. (4 R x + 2 R t + 9 C l + C % + 5 C 3 ). 

Semplicità 21 , esattezza 14; due rette, cinque cerchi. 

19° * Determinare il segmento terzo proporzionale fra i dite segmenti m ed n, 

n^ 

dók costruire graficamente Vespressione : x = — . Supponiamo n<2m. 

m 

Con centro in un punto arbitrario B descrivo B (m) . . . . op. 2 C Y -+• C 3 
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Su B (m) prendo un punto arbitrario A e descrivo A (ri) che 


sega il primo cerchio in D .op. 2 C l + C t 4- C 3 

Conduco BD che sega A (n) in CE .op. 2 + R % 

È CD = x. 


Op. (2 i?i -t- 4 Ci -+- Cj -4- 2 Oj). 

Semplicità 10, esattezza 7; una retta, due cerchi. 

Si può confrontare la precedente costruzione colla seguente: 

Con centro arbitrario 0 e diametro approssimativamente maggiore del più 
grande dei due segmenti m ed n descrivo il cerchio, e su esso piglio la corda 

AB = m .op. 3 Ci —f" 2 O3 

Descrivo A {n) che sega il precedente in Ce D.op. 3 C x 4- C 3 

Conduco AB e CD che s’intersecano in E .op. 4 i£, 4- 2 R t 

E AE la terza proporzionale cercata. 

Op.(4i2 1 + 2i? 2 4-6C r l + 3C 3 ). 

Semplicità 15, esattezza 10; due rette, tre cerchi. 

20° * Determinare il raggio d'un cerchio dato. 

Con centro in un punto arbitrario P del cerchio dato descrivo un cerchio che 


interseca il cerchio dato in A e B .op. C 2 -j- C z 

Descrivo B {BP) che sega il precedente in C .op. C l + C z 


Conduco AC che interseca il cerchio dato in D . . . . . . op. 2 R l + E 2 

È BD 0 CD il raggio del cerchio dato. 

Op. (2 Ri + R t 2 Ci + C 2 + 2 C 3 ). 

Semplicità 8, esattezza 5; una retta, due cerchi. 

21° Descrivere il cerchio tangente ad un cerchio dato 0 ed a due rette date AB, 
AC tangenti in B e C al cerchio O. 

Conduco OA che sega il cerchio dato in D . . op. 2 B l -b E 2 

Conduco per D la perpendicolare ad OA che in¬ 
contra AB in E e A C in F (considerando D quale 

estremo di AD) .op. 4 4- 2 R t -f- C z 

Biseco l’angolo AED e la bisettrice incontri OA 

in G . È questo il centro del cerchio richiesto . op. 2 R l 4- + 3 C k -h 3 C % 

Descrivo G {GD) che è il cerchio cercato . . . op. 2 C x 4- C 3 

Op. (8 jKì -h 4 i? 2 *+* 5 Ci H- 5 C7 3 ). 

Semplicità 22, esattezza 13; quattro rette, cinque cerchi. 

22° Dividere il segmento AB della retta indefinita XY in media ed estrema ragione . 

Descriviamo A {AB) che interseca ancor^ BA in C .op. 2 Ci 4- C z 

Descriviamo C {AB) che sega A {AB) in D e D' .op. C l -b C z 


Conduciamo DD' che sega AB in E .op. 2 •+■ R % 

Descriviamo E {AB) che sega DD 1 in F .op. C t •+■ C 3 
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Descriviamo F(EB) che sega BA in G e il suo prolungamento 
in Gr\ Sono ff e ff i punti che determinano la ragione interna 

e quella esterna.op. 3 C x + C 3 

Op. (2 4- i? t -h 7 -f- 4 C 3 ). 

Semplicità 14, esattezza 9; una retta, quattro cerchi. 

* Costruzione geometro grafica. Descrivo A ( AB) che sega AB in B' e descrivo 


E (AB) che sega AB in B" e A (AB) in F .op. 3 C x -f- 2 C 3 

Descrivo B"(B"A) e B(B"A) che si segano in 0.op. 3 C l + 2 C 3 

Tenendo la punta del compasso in B prendo BF .op. C i 


Descrivo 0 (BF) che sega AB in De D\ punti cercati. . . op. C l C 3 

Op. (8 C x + 5 C 3 ). 

Semplicità 13, esattezza 8; cinque cerchi. 

23° Data un 1 ellisse coi suoi due assi AB, CD, determinarne i fuochi ed i 
raggi vettori. 

Sia 0 il centro dell’ellisse. Descrivo C(OB) che sega l’asse maggiore in due 


punti F\ F' che sono i due fuochi.op. 3 C x + C 3 

Da un punto qualunque C dell’ellisse conduciamo CF 7 CF' 

che sono i raggi vettori..op. 3 B l + 2 R t 

Op. (3 R x + 2 Rt + 3 C l + C 3 ). 

Semplicità 9, esattezza 6 ; due rette, un cerchio. 


24° In un cerchio dato 0 di cui son dati pure due diametri ortogonali AA', 
BB' inscrivere U pentagono regolare. 

Divido AO per metà in I: a tal uopo basta descrivere A(AO) che interseca il 
cerchio dato in I I e J 2 : condotta I X I % questa interseca AO nel suo pùnto 
medio JT... ....... ...... op, 2 .K| ~J— B 3 2 Cj C 3 

Descrivo I(IB) che sega A A' in G .op. 2 C l 4- C 3 

È BG la lunghezza del lato del pentagono regolare. 

Op.(212 1 + 2* f + 4C l + 2C a ). 

Semplicità 9, esattezza 6; una retta, due cerchi. 

Volendo descrivere l’intero poligono si avrà per simbolo finale: 

Op. (12 B l + 6 R t + 8 C x + 5 C 3 ). 

25° Dato il lato AB (Sun pentagono regolare descrivere il cerchio in cui tal poli¬ 
gono è inscritto . 

Conduciamo la perpendicolare XY pel punto me¬ 
dio A' del segmento AB .op. 2 -j- R 3 -+• 2 C x 4- 2 C z 

A partire da A ' portiamo su XY due volte suc¬ 
cessivamente la lunghezza AB in 0'.op. 4 C v + 2 C 3 

Conduciamo 0'4 e O'B .op. 4 ^ -b 2 R t 
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Portiamo sul prolungamento di O'A il segmento AC = AB ed avremo in B , A , C 
tre punti necessari per determinare il centro del cerchio cercato. Ma avendo digià 
la perpendicolare XY nel punto medio di AB, basta condurre la bisettrice dell’an¬ 
golo CAB che incontra XY appunto nel centro 0. op. 2 R x + R t 3 C l -f- 3 C z 
Descriviamo 0(0-4) che è il cerchio domandato, op. 2 C x -b C z 

Op. (8 B x + 4 R % +11 C x 4- 8 C 9 ). 

Semplicità 31, esattezza 19; quattro rette, otto cerchi. 

26° Inscrivere in un cerchio dato un poligono regolare di n lati. 

La seguente è una costruzione generale. In certi casi particolari, come ad esem¬ 
pio pel pentagono, esagono ecc., costruzioni speciali conducono a grandi sem¬ 
plificazioni. 

Conduco un diametro qualunque AB .op. R L + 

Per A una retta .4F che faccia con AB un an¬ 
golo qualunque.op. 22j + R t 

Porto su questa, da A, per n volte una lunghezza 

arbitraria.• . . . . op. n C x 4- n C z 

Sia B' l’estremo dell’n 0 segmento: conduco B'B. op. 2 R x -b B% 

Pel punto di divisione n — 2 conduco la parallela 

a BB' : essa interseca AB in D .op. 2 R x -f- R t 4- 5 C x 3 C 3 

Descrivo B (BA) e A (2?-4) che dalla parte opposta 

di A Y rispetto ad AB s’intersecano in un punto P. op. 3 C, -b 2 C 3 

Conduco PD che interseca il cerchio dato in K . op. 2 4- R % 

È BK la lunghezza del lato del poligono regolare cercato. 

Op. (8 R 1 + ÒR i + ( n + 8) Cì + (n + 5) C 3 ). 

Semplicità 2 n -h 26, esattezza n -J- 16 ; cinque rette, «+5 cerchi. 

Eseguiamo la costruzione facendo uso della squadretta. 

Conduciamo AB ed A Y .op. 2 2^ -f- 2 R 2 

Porto su AY per n volte una lunghezza arbitraria che mi 

determina il punto B '.op. n C L 4- n C 3 

Porto un cateto della squadretta a coincidere con B e B' e 
la faccio poi scorrere sull’orlo della riga fino a che l’altro 
cateto venga a coincidere col punto di divisione n — 2. Con¬ 
duco (n — 2) D che interseca il diametro AB in D . . . op. 8 4- 2 R x H- R t 

Proseguo poi la costruzione come nel caso precedente. Ho per simbolo finale. 

Op. (6 R l -f- 4 -f- (n -f- 3) C x -+- (ti -I- 3) C7 3 ). 

Coll’ago del compasso di riduzione la costruzione si semplifica di molto poiché non 
ho più da condurre A F, nè da portare n volte su essa una lunghezza arbitra¬ 
ria, ecc. 
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Conduco il diametro AB .op. R x + R t 

Porto l’indice mobile del compasso a coincidere 
col numero n e piglio poi fra le punte delle gambe 
maggiori la lunghezza AB. Avrò fra le due punte 

opposte la lunghezza — AB che a partire da B 
n 

porto per due volte consecutive verso A. . . . op. G H- 4 C x 4- C z 
Ho cosi su AB il punto D . Descrivo ora B{BA) 
e A {AB) che determinano P. La PD interseca 
il cerchio dato nel punto K ed è BK la lunghezza 

del lato del poligono cercato.op. 2 R 1 + R % -f 3 C x -1- 2 C 9 

Op. (3 R 1 + 2 P 2 + G + 7 Ci 4- 3 C z ). 

Semplicità 16, esattezza 11; due rette, tre cerchi. 

27° Determinare nel piano del triangolo ABC dato un punto M tale che le sue 
distanze ai tre lati siano proporzionali ai tre dati segmenti m, n, p. 

Porto sui lati AC e PC rispettivamente AB l =p 

e BA X =p .op. 4 C x -f- 2 C 3 

Per B conduco la parallela ad AB e su di essa 
piglio esternamente al triangolo: B 1 M' = n, e in¬ 
ternamente : B X M = n .op. 2 R x + P 2 + 8 C x -1- 4 C z 

Per A x conduco la parallela ad AB e su essa pi¬ 
glio internamente: A X M X = m, ed esternamente: 

A 1 M 1 1 = m .op. 2 Pj 4- P 2 + 8 C A -h 4 C 3 

Conduco AM e BM l che s’intersecano in M 0 ed M aì 
e conduco AM 1 e BM X che s’intersecano in M b ed 
M c . Son questi quattro punti che rispondono alle 
condizioni del problema.op. 8 P x 4- 4 R 2 

Op. (12 R x 6 R 2 -+- 20 C l + 10 C 3 ). 

Semplicità 48, esattezza 32; sei rette, dieci cerchi. 

Nel caso particolare che sia: m = n=p ì i punti M 0Ì M aì M bì M c sono i quattro 
centri dei cerchi tangenti ai tre lati del triangolo dato. 

28° Data urna retta XY, un punto P fuori di essa ed un angolo CDE, collo¬ 
care quest 1 angolo col vertice in P in modo che il segmento di retta compreso fra i 
suoi lati sia minimo . 

Descrivo P(p) essendo p arbitrario ma abbastanza grande per determinare due 
punti A e B su XY: collo stesso raggio descrivo anche D (p) che sega i due lati 

dell’angolo in C ed E .op. 2 C x 2 C3 

Per aver la perpendicolare da P su XY descrivo A (p) e B (p) 
che s’intersecano in un punto P\ e per dividere l’angolo CDE 
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per metà descrivo C (p) ed E (p) che s’intersecano in D' . . op. 4 C x 4- 4 C 3 

Conduco PP' che sega l’arco AB del cerchio P (p) in P (si può 
semplicemente segnare il punto T senza condurre PP’) . . . op. 2 R v P 2 

Conduco DD ' che sega l’arco CP in V (posso solo segnare V) op. 2 Pj P 2 

Da T porto sull’arco AB le lunghezze TF = TF' = CV . . op. 3 C i -f- C 3 

Conduco PP, PP' che intersecano IF in il/ ed M\ È MM' 
il segmento richiesto.op. 4 P! + 2 P 2 

Op. (8 Pj 4- 4 P 2 + 9 C x 4- 7 C 3 ). 

Semplicità 28, esattezza 17 ; quattro rette, sette cerchi. 

29° Essendo AB = a un segmento dato e DEF = a un angolo dato , determinare 
la lunghezza del segmento x che soddisfa alla relazione : x = a sen a. 

Conduciamo una retta indefinita XY .op. P 2 

Su di essa a partire da un punto qualunque 4, 

portiamo il segmento AB = a .op. 2 C x + C 2 + C 3 

In A formiamo l’angolo BAC uguale al dato a . op. 2 R l -f- P 2 + 5 C 1 3 C z 

Dall’estremo B di AB conduciamo la perpendicolare 

ad AC che sega AC in C .op. 4 P 1 + 2 P 2 + C 3 

t CB = x. 

Op. (6 + 4 + 7 C, + + 5 C 3 ). 

Semplicità 23, esattezza 14; quattro rette, cinque cerchi. 

30° Essendo b un segmento dato ed a un angolo dato ì determinare la lunghezza 

del segmento x che soddisfa alla relazione : x = ^ . Si ottiene per simbolo finale : 

cos a 

Op. (6 R x 4- 4 P 2 -4- 8 C x + 5 C 3 ). 

Con simbolo analogo si determinano i valori dei segmenti x che soddisfano 
alle relazioni : 

x = b tg a, x = b cotg a. 

31° Dati i tre segmenti a, b, c determinare Vangolo a tale che sia : 

a sen a — b cos a = c. 

Su di una retta indefinita XY a partire da un punto arbitrario B portiamo 

BA = a • . • .op. P 2 “f~ 2 C\ “b* Cj C$ 

Nell’estremo B innalziamo la perpendicolare, sulla 

quale pigliamo BC = b . . •.op. 4 Pj -f- 2 P 2 4- 3 C x + 2 (7, 

Descriviamo il cerchio passante pei tre punti 4, 

B e C (essendo p arbitrario, descriviamo 4 (p), 

^ (p)> ^ (p) : i ^e primi si segano in D e D' ed 
il secondo ed il terzo in E ed E ' : le DD\ EE ' 

s’intersecano nel centro 0 di tal cerchio) . . op. 4 Pj 4- 2 P 2 + 3 4- 3 C 3 
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Descriviamo 0 ( OB ) ed A (c) che si segano in D e D 1 . . op. 5 C l -f- 2 Cj 

Conduciamo BD .op. 2 2^ -f- R t 

È CBD = a. 

Op. (10 -f- 6 jBj + 13 C/\ “I" Cj B C3). 

Semplicità 38, esattezza 24; sei rette, otto cerchi. 

L’angolo CBD' è un secondo valore dell’angolo a. 

Si han le due soluzioni col simbolo complessivo: 

Op. (12 R x + 7 R 2 + 13 Ci C 2 -f- 8 C 3 ). 

32° Dato il triangolo ABC trasformarlo in un rettangolo di cui un lato sia il 
segmento b dato . 

l a Descrivo A (2 6).op. 5 C l -f- 2 C z 

Da B conduco la tangente BD (num. 15, 2* costr.) op. 3 R x 4- 2 R 2 -f- 7 C l 4- 3 C$ 

È BD la seconda dimensione del rettangolo. 

Op. (3 R, + 2 R 2 12 C l + 5 C,). 

Semplicità 22, esattezza 15; due rette, cinque cerchi. 

La 2 a tangente BD' ci dà una seconda soluzione. 

Se il segmento 2 b è maggiore del maggior lato del triangolo, descrivo ancora 
A (2 b) e per C conduco la parallela CD ad AB, che interseca A (2 b ) dalla parte 

di C rispetto ad A in D .op. 2 R x R 2 «+■ 10 C x + 5 C± 

Conduco AD e da C e la perpendicolare su AD] 

sia CE .. op. 4 R± + 2 R 2 -f- 3 Ci —f* 3 C$ 

E CE la seconda dimensione del rettangolo cercato. 

Op. (6 R, + 3 R z + 13 C x + 8 C 3 ). 

Semplicità 30, esattezza 19; tre rette, otto cerchi. 

La semplicità di queste costruzioni diventa molto maggiore ricorrendo alla 
squadretta . Nella costruzione precedente si ha: 

-4(26).op. 5 -f- 2 C3 

Porto un cateto della squadra a coincidere con AB, e fa¬ 
cendola poi scorrere faccio coincidere il secondo cateto con 

C. Conduco CD .op. S 4- 2 R x 4- R y 

Conduco AD, e senza muover la riga faccio scorrere la 
squadretta fino a che il cateto libero vada a coincidere con 
C : quindi conduco CE che è perpendicolare ad AD e che 
è la 2 a dimensione del rettangolo cercato.op. S 4- 2 R l 4- 2 R t 

Op. (4 R x + 3 R 2 4- 2 S+ 5 ^ 4- 2 Q. 

Semplicità 16, esattezza 11 ; tre rette, due cerchi. 

Costruzione geometrografica colla squadretta . 

Porto l’orlo della riga a coincidere con AB e faccio scorrere su di essa la squa- 
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dretta fino a che il 2° cateto coincida con A: conduco quindi AE che è perpen¬ 
dicolare ad AB in A .op. S ~h 2 R l -h R % 

Continuo a far scorrere la squadretta fino a che il 2° cateto 
vada a coincidere con C. Conduco CD che è anch’essa per¬ 
pendicolare alla retta AB . .op. « (R 2 ) 

Piglio AE = 2 b .op. 5 C x + 2 C 3 

Porto un cateto della squadretta a coincidere con E e B, poi 
facendola scorrere fino a che lo stesso cateto vada a coincidere 

con Cj conduco CF .op. S 4- 2 R t -4- R 2 

Pì DF la seconda dimensione del rettangolo. 

Op. (4 B x + 3 R % + 2 8 + 5 C l + 2 C 3 ). 

Semplicità 16, esattezza 11 ; tre rette, due cerchi. 

33° Facendo uso della squadretta , trasformare il quadrilatero ABCD in un 
triangolo equivalente di base b data. 

Op. (8 R l + 5 R 2 + 2 £+ 3 H- C 3 ). 

Semplicità 19, esattezza 13; cinque rette, un cerchio. 

34° Costruire il rettangnlo equivalente ad un dato quadrato di cui è m il lato , 
e che abbia la somma di due lati consecutivi uguale ad un dato segmento n. ( l ) 
Su di una retta indefinita, a partire da un punto qualunque A , piglio AB = n, e 
nel suo punto medio 0 quale centro, descrivo 0{0A) op. 2R l -\~2R 2 -\-QC l -\-C 3 -\-&C 3 
Nell’estremo A di AB innalzo la perpendicolare AZ 

«he riesce tangente ad 0 (04).op. 4 -Rj + 2 R 2 -f- C 3 

Su AZ piglio AC =m .op. 3 C x 4- C 3 

Per C conduco la parallela ad AB. A tale scopo 
osservo che basta portare sulla perpendicolare con¬ 
dotta per determinare il punto medio 0 di AB il 
segmento 0C l = m, che ho già fra le punte del 
compasso, e condurre poi CC 1 che sega 0 ( OA ) in 
D (basta segnare V intersezione D senza condurre 

.op. 2 R l R 2 -f- Ci -+- C 3 

Su AO piglio AE = CD . ..op. 3 Ci -+- C 3 

Sono AE ed EB i due lati del rettangolo richiesto. 

Op. (8 R l + 5 R 2 4-13 C l -f- C % + 8 (7,). 

Semplicità 35, esattezza 22; cinque rette, otto cerchi. 

35° Costruire il triangolo ABC dati il lato BC e le altezze h b e h c . 

Su BC qual diametro descrivo 0(0B)~ . . . . op. 2 + R 2 -f- 4 C i 4- 3 C 3 

(*) Per molte altre soluzioni grafiche di espressioni o di problemi, reggasi il mio Càlcolo Ora• 
fico, eoo. - S. Lapi, 1899. 
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Descrivo C(h c ) che sega 0(0B) in M ed M' .op. 3 C x 4- C z 

Descrivo B (h b ) che sega 0 (OB ) in N ed N' .op. 3 C x -1- C z 

Conduco CN e BM che s’intersecano in A .op. 4 R x -f- 2 R % 

È ABC il triangolo domandato. 

Op. (6 R l ^SR t ^10C l + 6C s ). 

Semplicità 24, esattezza 16; tre rette, cinque cerchi. 

Conducendo BM" e CN* che s’intersecano in A' si ha in A'BC una seconda so¬ 
luzione. 

36° Inscrivere in un cerchio dato un triangolo isoscele di cui è nota la somma 
s della base e altezza corrispondente . 

Op. (17 R x 4- 9 4- 8 C x 4- 5 (7 3 ). 

/N 

37° Costruire ABC dati h a , m a e la bisettrice l a di A . 

Op. (14 R l 4- 8 R 2 4-16 C x 4- C 2 4- 9 C 3 ). 

Semplicità 48, esattezza 31; otto rette, nove cerchi. 

38° Costruire il triangolo date le tre mediane m aì m b , m 0 , facendo uso del 
compasso di riduzione . 

Se costruiamo il triangolo i cui lati sono 2 m ai 2 m bì 2 m ei le mediane di questo 
6 3 

triangolo sono i cioè — dei lati del triangolo domandato. 

4 2 

Op. (22 R x 4-12 R z + G 4- 20 C l 4- + 9 C 3 ). 

Semplicità 65, esattezza 44; dodici rette, nove cerchi. v 

39° Descrivere il triangolo ABC dati di posizione il vertice A, V ortocentro H 
ed il punto medio A' del lato BC. 

Conduco HA' e su di essa nella direzione HA' piglio A'H X = A'H . Conduco 

AH X che divido per metà in 0 .. op. 6 R x + 3 R^ 4- 4 C x + 3 C z 

Il punto 0 è il circoncentro del triangolo che devesi costruire. 


Conduco OA' e descrivo 0(0 A') .op. 2 R x 4- R% + 2 C x + C 3 

NelPestremo A' di OA' conduco la perpendicolare 
XY che riesce tangente ad 0(0A') in A' . . . . op. 4 R x 4- 2 R 2 4- C z 
Descrivo 0(0A) che determina su XY i due altri 
vertici B e (7. Conduco AB q AC. È ABC il trian¬ 
golo richiesto.op. 4 R x 4- 2 R t + 2 C x 4- C 3 


Op. (16 R x 4- 8 R 2 4- 8 C x 4- 6 (7 3 ). 

Semplicità 38, esattezza 24; otto rette, sei cerchi. 

40° Descrivere il triangolo ABC dati di posizione il vertice A, il centro 0 9 del 
suo cerchio di Feuerbach ed U baricentro G. 
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Conduco G0 9 ..op. 2 R x 4- R 2 

Nella direzione G0 9 piglio 0 9 H = 3 G0 9 e nella 
direzione opposta piglio 6rO = 2 G0 9 , Per far 
ciò descrivo 0 9 {0 9 G) che sega G0 9 in G u poi 
descrivo Gì (G l G) che sega G0 9 in H. Descrivo 

ancora G(GGi) che sega 0 9 G in 0 .op. 5 C x 4- 3 C z 

Conduco AH e per 0 la OM parallela ad AH . op. 4 Hi 4- 2 R 2 4- & 4 3 C z 

Divido AH per metà in H x .op. 2 R x 4- R 2 4- 2 ■+■ 2 C z 

Su OM piglio OA' = HHi .op. 3 C x 4- C z 

Ad OA ' in A ' conduco la perpendicolare XY . op. 4 R x 4- 2 IZ 2 4- C z 

Descrivo 0(0A) che interseca XY in B e C . op. 2 Ci H- (7 3 

Conduco AB e AC: è ABC il triangolo richiesto, op. 4 4- 2 B 2 

Op. (16 4- 8 R 2 4- 17 C l 4- 11 C 8 ). 

Semplicità 52, esattezza 33; otto rette, undici cerchi. 

41° Costruire il triangolo ABC conoscendo di posizione la retta W r su cui è 
iZ lato BC, il circoncentro 0 e Vortocentro H. 

Conduco OH : il suo punto medio 0 9 è il centro 

del cerchio di Feuerbach .op. 4 Ri 4- 2 R 2 + 2 C x 4- 2 C 3 

Da H conduco la perpendicolare a FF che in¬ 
terseca questa in X, piede dell’altezza h a . . . op. 2 + iZ 2 4- 2 C x -f 3 C 3 

Piglio il segmento 2 X0 9 . Per far ciò descrivo 
0 9 ( 0 9 X ) che interseca OH in a e {}. È a(3=2 X0 9 . op. 2 C x -f- C 3 
Descrivo 0(a^) che interseca FF in B e C . op. 3 C x 4- C 3 
Interseca pure HX nel terzo vertice A. Con¬ 
duco AB e A C. È ABC il triangolo domandato, op. 4 jK 1 4- 2IZ 2 

Op. (10 Ri 4~ 5 R 2 4- 10 Ci 4* 7 C z ). 

Semplicità 32, esattezza 20; cinque rette, sette cerchi. 

42° Descrivere il triangolo ABC conoscendo la retta W su cui è il lato BC, 
il punto medio M ddVarco sotteso da BC e V incentro I. 

Descrivo M(MI) che interseca XY in B e C 

vertici di ABC .op. 2 C x 4- C 3 

Descrivo il cerchio che passa pei tre punti M , 

B q C .op. 4 4" 2 R 2 4~ 5 Cj 4~ 4 C z 

Questo cerchio determina su MI, dalla parte op¬ 
posta di M rispetto ad I il vertice A. Conduco 
AB e AC. È ABC il triangolo richiesto . . op. 6 R x 4- 3 R 2 

Op. (10 Ri 4~ 5 R 2 4“ 7 Ci 4™ 5 C z ). 

Semplicità 27, esattezza 17; cinque retto, cinque cerchi. 
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43° Costruire il cerchio radi caie di dm cerchi dati 0 ed O x . 

Descriviamo un cerchio arbitrario che seghi i due cerchi dati rispettivamente 

in A y B e A\ B' .op. C z 

Conduciamo le AB e A'B' che si segano in un 
punto K che come sappiamo, appartiene all’asse 

radicale di 0 ed O x .op. 4 R t 2 

Determiniamo la lunghezza della tangente con¬ 
dotta da K al cerchio 0 (num. 15°) . . . . • . op. 7 C x + 3 C z 
Sia KD tal lunghezza. Descriviamo K (. KB ) . . op. 2 -f- C 3 

Determiniamo il punto medio 0' della linea dei 

due cerchi 0, 0 2 .op. 2 R 1 -f B % -f- 2 C l -+- 2 C z 

Determiniamo ancora la lunghezza O'K' della tan¬ 
gente condotta da 0' a K ( KD ). (Questa tangente 

è reale o immaginaria).op. 7 C x 

Descriviamo, qualora la tangente O'K' sia reale, 
il cerchio 0' (O'K') che è il cerchio radicale ri¬ 
chiesto ...op. 2 C x 4- C z 

Op. (6^ + 3^ + 20 C l -+-11 C 3 ). 

Semplicità 40, esattezza 26; tre rette, undici cerchi. 


in. 


1 . Il triangolo ABC al quale sempre ci riferiremo, è la figura fondamentale. 
Abbiamo già rimarcati cinque punti del suo piano e ad esso intimamente 
connessi: il circoncentro , Vincentro ed i tre excentri. 

Di essi, come di tutti gli altri elementi rimarchevoli che qui enumeriamo, 
parliamo più diffusamente a suo luogo. 

Dimostreremo in seguito che le tre mediane come le tre altezze di un trian¬ 
golo concorrono in un punto. 

H punto d’intersezione delle prime chiamasi centro di gravità , ( l ) o baricentro, (*) 
o centroide( z ) del triangolo, ed indicasi colla lettera 6r. 


O) Abghimedh. 

(*) Cabhot, Oéom . de pósit., pag. 315; Lhuilier, Élem. d'analyse , pag. 10. 

(') Lxmoinx, Congresso dell 1 Associazione francese per V incremento delle Scienze , 1892. 

Questo termine in Italia non è usato; lo è però molto in Inghilterra dove si oominoiò ad 
usarlo nel 1848. Veggasi Davixs nel Matematician, I, 68. Trovasi pure nelle opere di Hey, (1814) 
ma per indioare un punto diverso dal barioentro. 
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Il punto d’intersezione delle seconde che indicasi con H è detto ortocentro. ( l ) 

Il triangolo formato unendo i piedi X, Y, Z di queste tre altezze piglia nome 
di triangolo ortica , ( 2 ) od ortocentrico ( 3 ) od anche di triangolo pedale di ABC. 

Se da un punto qualunque C x del lato AB del triangolo ABC conduciamo 
una retta C\ B x a segare AC in B x in modo che sia AC X B X = BCA, la retta 
C X B X piglia nome di antiparallela rispetto a BC. 

In un triangolo si hanno tre sistemi di antiparallele: quelle e. BC rispetto 
ad A, quelle a CA rispetto a B e quelle a BA rispetto a C . 

Le rette che uniscono i piedi delle altezze di un triangolo sono antiparal¬ 
lele ( 4 ) ai lati. 

Dalla definizione stessa risulta che le antiparallele ai lati di un triangolo sono 
parallele alle tangenti condotte pei tre vertici al circoncerchio, giacché se LMN è 
il triangolo formato da queste tangenti, è MAC = ABC, e quindi MAC = AC'B , 

ed AM è parallela a C'B\ 

I punti B', C B , C determinano un quadrilatero inscrittibile. 

2 . Se nel triangolo ABC conduciamo le bisettrici interne AL, BM, CN e 
le mediane AA\ BB', CC', a ciascuna di queste ultime possiamo, rispetto alla 
bisettrice corrispondente, condurre la simmetrica. Abbiamo cosi tre nuovi seg¬ 
menti AB , BS , CT che pigliano nome di simediane. ( 5 ). 

Come le mediane concorrono in un punto G, così pure le simediane concor¬ 
rono in un punto K chiamato dapprima centro delle mediane antiparallele, ( 6 ) ed 
in seguito plinto simediano, punto di Grebe e infine punto di Lemoine, ( 7 ) dal 


( l J Questa denominazione fu suggerita da Ferrers e da Besant nel 1866, o, seoondo il Neuberg, 
da James Booth. Nello studio delle Sezioni coniche fa però per primo usata dal Besant nel 1869. 

( а ) Vigorie in Mathesis , VII (1887). 

( 3 ) James Booth, Géometrical’s methode, II, 261 (1877). 

(*) Questo termine fu per primo usato da A. Arkauld. Veggasi i Nouveaux éléments de Oéo - 
mutrie dei signori di Port-Royal, XI, 912 (1667). Veggansi pure due lettere di Langley in Nature, 

XL e XLI. 

Il nome è usato a somiglianza del termine “ sezioni antiparallele „ determinate nel cono in 
certe condizioni, o per le molte analogie ohe fra quelle e queste ultime si hanno, rispetto alle 

basi delle due figuro. 

( 5 ) Questo nome fu proposto da Maurizio d'Ocagne quale abbreviazione dell*espressione: retta 
simmetrica della mediana, Nouvelles Annales, 2* serie, II, 461 (1883). Il Lemoine le aveva dato il 
nome di mediana antiparallela , Nouv. Annales, 2» Serie, XII, 864 (1878). Il primo studio partico¬ 
lareggiato di esse devesi al Lemoine ohe le studiò anohe allora ool nome predetto e ne presentò 
i risultati al Congresso di Lione dell’Assoo. francese per Pinoremento delle Soienze nel 1878. 

( б ) Questo punto fu segnalato per primo dal Lemoize nel Congresso di Lione dell'Assoo. pre¬ 
detta ohe lo ohiamò centro delle mediane antiparallele giaoohè è il punto comune alle antiparal¬ 
lele ai lati del triangolo rispetto all’angolo opposto. L’attenzione di Lemoine su questo punto fu 
originata dalla soluzione da lui data del problema seguente ohe trovasi nei teoremi e problemi 
di Ch. Lafukmoike: Trovare nel piano del triangolo ABC un punto M tale chela somma dei qua¬ 
drati dello sue distanze ai tre lati sia un minimo. 

( 7 ) Questo nome tu proposto dal Neuberg, quale giusto omaggio al fondatore della Geometria 
del triangolo. Trovasi menzione di questo punto negli Elementi di Analisi di S. Ihuxlxer, pag. 126 
(1809) nello studio del punto del piano del triangolo e del punto del tetraedro le cui distanze dai 
lati o dalle facco è un minimo. Anche W. Grebe nell’Arditv. di. Orunert, IX, pag. 260 (1847) stu- 
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nome dell’illustre Geometra che per primo ne diede molte ed interessanti pro¬ 
prietà. È quest’ultimo nome quello che è ormai universalmente usato. 

Conducendo pel punto K le parallele ai lati del triangolo fondamentale ABC, 
determiniamo sui lati di questo sei punti che appartengono ad uno stesso cerchio 
e che piglia il nome di cerchio di Lemoine. ( l ) L’esagono che ha quei punti 
per vertici è l 'esagono di Lemoine. 

Se pel punto K, anziché le parallele conduciamo le antiparallele ai tre lati 
del triangolo ABC, otteniamo altri sei punti che appartengono anch’essi ad uno 
stesso cerchio detto secondo cerchio di Lemoine o cerchio del coseno per una sua 
proprietà caratteristica che vedremo. 

Per la determinazione grafica del punto di Lemoine d’un triangolo si può 
ricorrere alla proprietà seguente: 

le rette che uniscono i punti medi dei lati d’un triangolo ai punti medi 
delle altezze corrispondenti passano pel punto K. 

I punti medi di tutte le parallele ad un lato BC, limitate agli altri due lati, 
sono sulla mediana che parte dal vertice A, 

Similmente tutte le antiparallele a BC sono parallele fra di loro ed i loro 
punti medi sono sulla sua mediana antiparallela che passa per A. 

3. Diciamo che due punti sono isotomici ( ? ) rispetto ad una retta BC quando 
sono equidistanti dal punto medio di essa. Alcune volte sono 'pure chiamati 
punti reciproci . 

Abbiamo visto (I, num. 5) che questi punti corrispondono a due valori reci¬ 
proci del rapporto di due segmenti di una stessa retta. 

Se questi due punti sono su di un lato del triangolo ABC e li uniamo col 
vertice opposto, otteniamo delle rette che chiamansi coniugate isotomiche o sem¬ 
plicemente isotomiche. 

Diciamo che una figura F' è la trasformata di] un’ altra figura F per punti 
reciproci o inversi allorché la figura F' è generata da un punto P' che è reci¬ 
proco o inverso del punto P che genera la prima figura. 

Se due punti P e Q del piano del triangolo AB C sono tali che le rette AP, 
AQ siano isotomiche rispetto al lato BC, e che BP, BQ lo siano rispetto al 
lato AC, le rette CP, CQ saranno isotomiche rispetto ad AB. 


dia il punto di minima distanza dai lati del triangolo e ne dà l’espressione in coordinate [nor¬ 
mali. Si è perciò ohe in Germania e spesso in Inghilterra si dà al punto K il nome di punto 
di Gbbbb. 

(*) L’esistenza del cerchio ohe passa per gli estremi delle parallele e di quello ohe passa per 
gli estremi delle antiparallele ai lati di ABO condotte pel punto K furono segnalati nello stesso 
congresso di Lione dal Lbmoibb. Egli mostrò ohe i lati del triangolo ABC e quello del suo omo¬ 
tetico s* intersecano in una oonioa ohe diventa un oerohio (Cerohio di Tuokeb) quando il oentro 
d'omotetia diventa il punto K. 

(*) Db Lohgchamps, Journal dò Mathématiques élémentaireò, 2* serie, V, 110. 


/ 
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Infatti (*) le AP , AQ, incontrino BC in A\ A", le BP , BQ incontrino AC in 
B\ B" e le CP, CQ incontrino AB in C\ C" (fig. 51). Sarà: 

J5C\ 04 , = ^ , P.P'C'. C'A = AB".BC". CA"=A"B.B"C. C''A 


e moltiplicando membro a membro e sopprimendo il fattore comune ai due membri: 


Dunque: 


BC' .BC" = AC' .AC". 


AC' = BC". 


4 . Le rette formanti angoli uguali con la bisettrice di un angolo di un trian¬ 
golo sono chiamate coniugate isogonali o isogonali rispetto a questo angolo. (*) 

Da questa definizione risulta direttamente che in un triangolo: 

la bisettrice interna e quella esterna dello stesso angolo sono isogonali 
rispetto a quest’angolo; 

la retta cbe unisce l’ortocentro ad un vertice è isogonale alla retta che 
unisce il circoncentro allo stesso vertice; 

ogni mediana interna è isogonale alla corrispondente simediana; 
le tangenti al circoncerchio condotte pei vertici A , B , C sono isogonali 
alle corrispondenti mediane. ^ 

I punti determinati da una coppia di rette isogonali che s’intersecano diconsi 
punti isogonalmente coniugati o semplicemente punti isogonali. Qualche volta si 
incontrano pure colla denominazione di punti inversi ( 3 ) del triangolo ABC. 

5. Chiamiamo centro isogonico di un triangolo il punto determinato dall’in- 


(>) J. Caset, A sequél cf thè flret eix booike of thè eternante ef Enclid, I. 

(*) Se oi riferiamo alle (oc) della nota 1 nelnnm. 5, II, e supponiamo ohe OD sia la hiaettrioe 
di AOM\ (flg. 5) è : 


A M __ 

sen ( j AOM 1 — 0^ sen OBM 

MB 

sen AOM 1 + o) sen OAM 

AM' _J 

sen (| AOM' + e) sen OBM 

MB ~ 

sen (j AOM - 0 ) sen OAM 


Queste uguaglianze montiplioate membro a membro danno: 

AM 9 AM} sen* OBM 

MB M'B sen* OAM 

e se OA, OB sono 1 lati AB, AQ del triangolo fondamentale ABC, possiamo soriyere: 

BM BM} c* 

MC * M'O H* 


Se come caso particolare è AM 1 la mediana del triangolo ABC, il rapporto precedente di venta : 


BM » 
MC 


= +1, e si ha : 


BM 

MO 


fi 

6 * 


oioè la retta isagonale d’uria mediana divide il lato corrispondente in due segmenti proporzionali 
ai quadrati dei due lati adiacenti (VI, num. 8). 

(•) Db Lohgghampb, Mathieu, eoo. 
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tersezione dei tre segmenti che uniscono ciascun vertice di esso al vertice del 
triangolo equilatero costruito sul lato opposto. 

Poiché tali triangoli equilateri possono essere costruiti o tutti internamente 
o tutti esternamente al triangolo dato, cosi per ogni triangolo avremo due centri 
isogonici. 

6. Descrivendo per un vertice C del triangolo ABC \m cerchio tangente ad 
AB e conducendo la corda AD parallela al lato BC, la retta BD interseca il cer¬ 
chio in un punto £2 detto punto diretto di Brooard (*) o secondo punto di Brooard 
ed anche punto negativo di Brooard. Esso è definito dall’uguaglianza d’angoli : 

Q AC= 2 CB = £2 BA = <o. 

Si ottiene un altro punto 2' quando si faccia: 

Q!CA — 2 'AB = 2'B<7 = w, ^ 

e chiamasi primo punto di Brooard, o punto retrogrado o punto positivo di 
Brooard. (*) 

L’angolo to è detto angolo di Brooard del triangolo. Esso è costante per 
tutti i triangoli che sono simili ad uno stesso triangolo. 

I due punti di Brooard sono isogonali. 

Assumendo quale diametro la distanza fra il punto di Lemoine ed il circon¬ 
centro del triangolo ABC e facendo centro nel centro del cerchio di Lemoine de¬ 
terminiamo un cerchio che piglia nome di cerchio di Brooard. (*) Esso passa per 
sette punti notevoli, cioè pel circoncentro 0, pel punto di Lemoine K ’ e di 


(*) Cominciasi a trovar cenno dei punti in parola nell’opera “ Ueber einige Eigenschaften dar 
sbenen geradlinigen Dreiecks rUcksichtlicht dreier durch die Winkechpitzen gozogenen geraden Li - 
nien „ del Okelle, edita a Berlino nel 1816. Esso dà i valori di cotg (o e cosse* a). Alcune proprietà 
di tal punto trovansi pure in Jacobi, Dò triangtdorum rectUineorum proprietatibus quibusdam 
nondum satis cognitis, 1825 „. Questi punti furono pure messi in rilievo da Hotfuaxn, Archives ds 
Orunert, 1847 nel problema della determinazione di due punti tali ohe soddisfino all’uguaglianze 
d'angoli : 

Q AC= 2 BA =zQCB — Q'AB = Q' BC=Q' OA. 

Egli dà pUre i vàlori: aan’o), tg o) e cotg io. 

Anche nell’opera Teor. a prob. di Trigonometria del Olabke trovasi incidentalmente il punto SÌ- 
AI la pagina 88 troviamo infatti la relazione : 

sen 8 x — sen (A — x) sen (B — cc) sen ( C — x) 

ohó conduce all'altra: 

cotg x — cotg A 4- cotg B + cotg C, 

ohe come si vede definisce il punto di Bbogabd. 

Anche in un'opera di I. H. Swihden, Oumdbeginsel der MectTcunds, Gottinga, 1884, troviamo 
indioati questi due punti nelle espressioni di cotgx e cosse* x, 

( s ) Troppo spesso trovansi scambiati fra di loro questi due punti di Bbocabd, e oitato il punto 
retrogrado per quello diretto, eoo. Lo stesso Lemoine cadde in simile svista nella sua memoria 
u Sur une generalisation dee proprietés relatives au corde de Bbooabd, eto. „, NouveUes Annali» 
ds Mathem., 8* serie, IV. 

Fu per rimediare a questa indecisione ohe lo stesso Lemoine insieme al Vigabié pubblicarono 
in proposito una nota nel Journal ds Mathém . élém. del De Longchamps. 

( 8 ) Nouvelie correspondancs Mathématique, III, IV, V e VI. Veggasi pure Congresso d'Algeri 
deWAssoc . Francese ecc., 1888. 


Digitized by t^ooQle 



54 


punti B e Q' di Beccard e pei tre punti d’intersezione delle rette che uni¬ 
scono B e Q' ai vertici di ABC. 

7. Cerchio di Feuerbach è il cerchio che passa pei punti medi dei tre 
lati del triangolo ABC. Il suo centro è sulla retta che contiene l’ortocentro 
il baricentro e il circoncentro del triangolo, e che è chiamata retta d’EuLERO. 

Il cerchio di Feuerbach (*) è anche noto col nome di cerchio di nove punti, 
poiché oltre al contenere i punti medi dei lati del triangolo ABC, contiene 
pure i piedi delle perpendicolari condotte a questi lati dai vertici opposti ed i 
punti medi dei segmenti di tali perpendicolari che sono compresi fra i vertici 
ed il punto comune ad esse. 

Questo cerchio è toccato internamente dal circoncerchio ed esternamente da¬ 
gli excerchi ABC. 

S. Se indichiamo con X', Y', Z 1 i punti medi dei lati del triangolo ortico 
di ABC e conduciamo le X'Y, YZ 1 , Z?X', veniamo a segare i lati BC, CA, AB 
del triangolo supplementare in sei punti che appartengono ad uno stesso cerchio 
che ha preso nome di cerchio di Taylor. 

Il suo centro coincide coll’incentro del triangolo X' Y' Z\ 

9. Conducendo pel punto di Lemoine K di ABC le AK, BK, CK, e pi¬ 
gliando rispettivamente su di esse i punti KT X , KT t , KT Z tali da soddisfare 
alla serie di rapporti: 

KT X KT 2 KT z 

KA KB KC ~ hì 

i punti in cui T 2 T Z sega CA e AB, in cui T Z T X sega AB e BC, in cui T x T t 
sega BC e CA, sono su di uno stesso cerchio il cui centro è il punto medio 
della retta che unisce i circoncentri di ABC e T X T 2 T Z e che chiamasi cerchio 

di Tucker. 

Per la definizione data di figure omotetiche, si vede che i due triangoli ABC, 
T x T 2 T z sono omotetici rispetto al punto K. 

Vedremo in seguito che il circoncerchio, il primo e secondo punto di Lemoine 
ed il cerchio di Taylor non sono che casi particolari del cerchio di Tucker. 

10. Rotta di Simson. Se da un punto M di un cerchio conduciamo le per¬ 
pendicolari MA!, MB t , MCj rispettivamente ai lati BC, CA, AB dd triangolo ABC, 
i plinti A x , Bj, Cj sono su di una retta (fig. 14) detta retta di Simson di ABC. 

Infatti, la figura A X C X MB è un quadrilatero in cui l’angolo A X MB X è sup- 

/\ 

plemento dell’angolo C, essendo gli angoli A x e B x retti, ed essendo AMB sup- 

/N 

plemento anch’esso di C, poiché M è sul cerchio. 


(’) È preferibile dare a questo cerchio il nome di cerchio di Feuerbach anziché quello di cer- 
chio dei nove punti giacché esso contiene in realtà dioiotto punti rimarchevoli, ed il nome di 
cerchio dei nove punti è quello che meno gli si addice. Il primo nome essendo generale, non li¬ 
mita il numero dei punti ohe in esso si considerino. 
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Si ha ugualmente: AMB X = A l MB ì ed anche AC X B 1 = ACB, per essere i qua¬ 
drilateri MA X C X B, MB X C X A inscrittibili. 

Dunque A x C x è sul prolungamento di B X C X . 

H precedente teorema, noto sotto il nome di Teorema di Simson può generaliz¬ 
zarsi come segue: 

le proiezioni obblique A x , B x , C x di un punto M di un cerchio sui lati 
BC, CA, AB di un triangolo ABC inscritto in quel 
cerchio, appartengono ad una stessa retta. 

La retta di Simson del triangolo ABC è equi¬ 
distante dall’ortocentro H e dal punto M. 

Se AT è una retta isogonale ad AM, la retta 
di Simson condotta per M è perpendicolare ad AT, 
e quella condotta per T è perpendicolare ad AM. 

Le rette di Simson condotte per gli estremi di 
un diametro del circoncerchio sono fra di loro 
perpendicolari. 

Siano M e P gli estremi di un diametro (fig. 15). 

Sarà: MUP=MP X B = 90°, e quindi UP è paral¬ 
lela a BC. 

Conduciamo PT perpendicolare e, BC. Sarà MT parallela a BC, e Parco BT 
sarà uguale all’arco MC, e per conseguenza sarà: TAB = MAC. Ma la retta 
di Simson condotta per P è parallela ad AT ed AT è a sua volta perpendicolare 

alla retta di Simson condotta per M ; quindi le due 
rette di Simson condotte per gli estremi del diametro 
MP sono fra di loro perpendicolari. 

Le rette di Simson condotte per gli estremi di 
uno stesso diametro diconsi coniugate. 

11. Triangoli ortologici. Dati due triangoli ABC, 
A X B X C x , se le perpendicolari calate rispettivamente su 
B X C X , C X A X , A X B X da A, B, C sono concorrenti in un 
punto 0, si sa che reciprocamente (*) le perpendico¬ 
lari calate da A x , B x , C x su B C, CA, AB sono pure 
concorrenti in un punto 0\ 

I due triangoli ABC, A x B x C x sono ortologici. (*) 
Poiché Vortologia di due triangoli non dipende che dalla direzione dei loro 
lati, possiamo dire che: 

se due triangoli ABC, A X B X C X , sono ortologici, ogni triangolo A t B t C t i cui 
lati siano paralleli a quelli di ABC, è ortologico ad ogni triangolo A\B\C Z i 
cui lati siano paralleli a quelli di A X B X C X . 



(*) Steineb, Giornale di Orette , II, 287. 


(*) Lxmoinx, Journ. de Maih. epecioXee , 1869. 
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Preso un punto M del piano del triangolo ABC, se A x , B x , C x ne sono le 
proiezioni su BC, CA, AB rispettivamente, per la definizione precedente i due 
triangoli ABC , A 1 B l C l sono ortologici. 

Un gruppo ortologico è così determinato da un triangolo ABC e da un punto M 
del suo piano. 

Se dati due triangoli ortologici ABC', A l B x C 1 , oltre all’essere le perpendico¬ 
lari calate da AB C su B x C x , C X A,, A X B X concorrenti in un punto 0, sono pure 
le perpendicolari calate da A su C X A X , da B su A X B X , da C su B X C X concorrenti 
in un punto O x , le perpendicolari calate da A x su CA, da B x su AB, da C x su 
BC concorrono ugualmente in un punto 0\. I due triangoli ABC\ A X B X C X sono 
allora doppiamente ortologici mediante permutazione circolare . 

Se due triangoli ABC, A ì B ì C l sono doppiamente ortologici, lo sono pure tri¬ 
plamente, ( l ) cioè le perpendicolari calate da A, B, C rispettivamente su A X B X , 
B X C X , C X A X sono anch’esse concorrenti in un punto 0 2 , e le perpendicolari 
calate da A x , B x , C, su AB, BC, CA sono concorrenti in un punto 0\ . 

I punti 0, O x , 0 2 sono i centri d’omologia relativi ad ABC, ed i punti 0', 0\, 
0\ sono i centri d’omologia, relativi ad A'B'C'. I due triangoli ABC, 00 x 0 2 
hanno lo stesso baricentro e lo stesso angolo di Brocàrd. ( 2 ) 

Se M è un punto della retta di Lemoine d’un triangolo ABC, questo e tutti 
i triangoli i cui lati sono paralleli a quelli del triangolo ortologico rispetto ad 
M sono triplamente ortologici mediante permutazioni circolari . 

I due triangoli ABC, A X B X C X possono essere ortologici in due modi senza 
essere triplamente ortologici, ma non per permutazioni circolari. ( 3 ) Se sono tali 
che le perpendicolari calate da A, B, C rispettivamente su B X C X , C X A X , A X B X 
si seghino in Af, e le perpendicolare calate da A, B, C rispettivamente su C X A X , 
B X C X , A x B x si seghino in N', i due triangoli ABC, A X B X C X sono allora di-ortolo - 
gici in C . La retta ATN'C è perpendicolare ad A x B x e passa pel punto medio di 
AB) e la retta C X MN è perpendicolare ad AB e passa pel punto medio di A X B X . 
Quando i due triangoli ABC, A X B X C X sono doppiamente di-ortologici, cioè di-or¬ 
tolo gici in B e in C, lo sono pure triplamente, cioè sono pure di-ortologici in A. 

Due triangoli che siano doppiamente di-ortologici, hanno lo stesso angolo di 
Brocard. 

12. Cerchi di Apollonio. Se costruiamo internamente o esternamente, sui 
lati del triangolo ABC, tre triangoli equilateri ABC X , BCA X , CAB X , il coniu¬ 
gato isogonale del centro d’omologia dei due triangoli ABC e A 1 B 1 C 1 è un punto 
comune ai tre cerchi i cui diametri sono i segmenti dei lati compresi fra la bi¬ 
settrice interna e quella esterna dell’angolo opposto, e che sono conosciuti col 
nome di cerchi d’ Apollonio del triangolo. 

0) Lemoine, Journal dò Matti, apeciales , 1889. 

(*) Neubebo, Congresso à’ Oran, 1888 

( 8 ) Lemoine, Congresso di Limoge , 1890. 
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Essi s’intersecano in due punti detti centri isodinamici ( x ) del triangolo. 

13 . Cerchi associati . Sui lati BC, CA , AB del triangolo fondamentale 
ABC pigliamo rispettivamente le coppie di punti A x e B x e5' n C l e C\ 
che siano isotomici rispetto al punto medio del lato corrispondente. Le perpen¬ 
dicolari calate da A 1 , B XÌ C 1 concorrono in un pùnto O x e quelle calate da 
A \, B \, C7 , 1 concorrono in un secondo punto 0\ che è simmetrico al precedente 
rispetto al circoncentro di ABC . 

Conosciuto uno di questi punti, l’altro se ne deduce di conseguenza. 

I due cerchi descritti con centro rispettivo O l q 0\ sono così associati rispetto al 
circoncerchio. 

Ogni cerchio O l ha dunque il suo associato 0\ il cui centro si determina 
prolungando O x O e pigliando su questo prolungamento 00\ = O x O. 

Per avere il raggio r\ di questo secondo cerchio, basta ricordare la defini¬ 
zione di potenza di un punto rispetto ad un cerchio (II, num. 15), e fare: 

Ò^A 2 — V = r'j* — 0\A 2 . 

Questo raggio potrà essere reale o immaginario. 

14 . Triangolo podario. ( 2 ) Sia M un punto del piano del triangolo ABC } 
Conduciamo da esso rispettivamente ai tre lati del triangolo delle rette che fac¬ 
ciano con questi uno stesso angolo 0, sempre nello stesso senso. Il triangolo 
determinato dai piedi di queste rette è il triangolo podario obbliquo del trian¬ 
golo ABC . 

Se è 0 == 90°, le rette condotte per M ai tre lati saranno perpendicolari a que¬ 
sti, ed il triangolo determinato dai piedi di queste perpendicolari è il triangolo 
podario ortogonale di ABC rispetto ad M. ( 3 ) 

Fra gli infiniti triangoli podari relativi ad un punto M ) ilj triangolo podario 
ortogonale è evidentemente il minimo . 

Sia A x B 1 C x il triangolo podario di M rispetto ad ABC\ ed indichiamo con 
d tì d 3 le lunghezze AM Ì BM , CM. Se a x , b xi c x sono i lati del triangolo 
A { B 1 C l1 evidentemente sarà: 

a ; a x <= 2 R | d x b ; = 2 R \ d 2 c\ c x == 2 R\d z 

dalle quali ricaviamo: 

a x \ b x ; c x = ad x \ bd 2 \ cd z 


0) Questi punti furono segnalati da H. Kiekl nel 1881. Veggansi Zur Theorie der Transver- 
taUn, Progr. Scoi, de Bromberg. 

(*) Le proprietà ohe seguono sono generali rispetto alle due specie di triangoli podari. Però, 
nel corso del lavoro, quando diremo solo triangolo podario , intenderemo parlare esclusivamente 
di quello ortogonale. 

(*) La generalizzazione di triangolo podario ò stata fatta dal Vigabié, il quale enuncia molte 
ed importanti proprietà deduoendone quali semplici conseguenze molti noti teorema della Geo¬ 
metria del triangolo. Veggasi El Progresso Matemàtico, anno II. 
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che mostra che i lati del triangolo podario di un punto M del piano del trian¬ 
golo ABC stanno fra di loro come i rettangoli dei lati omonimi del triangolo 
fondamentale e delle distanze del punto M dal vertice opposto al lato che si 
considera. 

Se la retta AM incontra il circoncerchio di ABC (fig. 16) in un punto E % 
il prodotto AM . ME è la potenza n di M rispetto a tal circoncerchio. Ora, se 
A X P è condotta perpendicolarmente su C l B l1 e quindi (II, num. 15) è: 

(1) jr = 22* — MÓ*, 

si avrà: 

AM . ME ; 4 R* = a x . A X P \a.AX 


da cui, rappresentando i prodotti : a x . A X P ed a . AX rispettivamente il doppio 

delle aree A! e A dei due triangoli A e 
ABC Ì abbiamo : 

AM.ME\±R* = A,: A, 

ed essendo n negativa, sarà A x positiva. Se poi 
M fosse esterno al circoncerchio, sarebbe 7u po¬ 
sitiva e A x sarebbe ancora positiva. Si ha dun¬ 
que sempre: 

V. A = -tu:4J2* 

ossia : 



A t = A — 7c 


4 R*' 


e sostituendo alla potenza n il suo valore (1): 


( 2 ) 


A, = 0 — MO*) 


422 * 


espressione che ci dà l’area del triangolo podario A l B l C l . 
Dalla (2) si ha pure: 


22* —AfO 2 



che ci dà il valore della potenza di M rispetto al circoncerchio di ABC in San¬ 
zione dell’area del triangolo fondamentale e del suo triangolo podario rispetto 
a quel punto. 

Volendo ancora l’espressione della distanza del punto M dal circoncentro 0, 
quando sian noti i2, A e A 2 , si ha: 

MO =12 VA+ 4 Al 
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Costruiamo il triangolo A'B'C' pigliando su MA, MB, MC rispettivamente 
le lunghezze MA', MB', MC' tali che si abbia: 

MA . MA' = MB. MB' = MC. MC'=k. 

H triangolo podario di M rispetto ad ABC è allora simile ad A'B'C', e reci¬ 
procamente il triangolo podario A" B" C x " di M 
rispetto ad A' B' C' è simile ( l ) ad ABC (fig. 17). 

Si ha infatti: 

BMC = A + MBA -f- MCA. 

Ma poiché per l’eguaglianza: 

MA . MA' = MB . MB' 

possiamo ritenere il quadrilatero determinato dai 
punti ABB'A' quale inscrittibile, deduciamo che è : 

MBA = B'A'M. 

Per la stessa ragione sarà pure: MCA= C'A'M 
Quindi: A-\-A'=BMC. 

Si dimostrerebbe allo stesso modo che sarà: 

B + B'= CMA, C+C' =\AMB. 

15 . Se M 1 ed M t sono due punti inversi, il punto M x occupa nel triangola 
podario A l B l C l la stessa posizione (*) che il suo inverso M 2 occupa nel trian¬ 
golo fondamentale ABC. 

Se A t B 2 C 2 è il triangolo podario di M 2 rispetto ad ABC, è: 

C X M X B X ; A = M X C X . M X B X \ bc, 

M X A X B X ; A = M X A X . M X B X \ ab 

da cui: 

C 1 M 1 B l ; A X M X B x = M X C X . a \ M X A X . c = M 2 A 2 .a\M 2 C t . c. 



Ma sappiamo che il prodotto: M 2 A 2 .a equivale al doppio dell’area del trian¬ 
golo BM 2 C e che il prodotto M 2 C 2 .c equivale al doppio dell’area del triangolo 
AM t B per cui è: 

C X M X B X : CM 2 B = C X M X A X : CM 2 A = A X M X B X \ AM 2 B = A, : A. 

Giacché le relazioni delle aree sono uguali, i punti M x ed M 2 hanno la stessa 
posizione relativa in A l B l C x e ABC. ( 3 ) 

Si dimostrerebbe allo stesso modo che M 2 occupa in A 2 B 2 C 2 la stessajposizione 
che M x occupa in ABC. 


(*) Vigakié, luogo citato, pag. 201. 

(*) Si dica ohe i due punti M Xt Jf t oooupano in due triangoli differenti, la stessa posizione, 
quando le rette ohe li uniscono ai vertici di questi triangoli dividono i lati opposti nello stesso 
rapporto. 

(•) VieABiA, luogo citato. 
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16 . Cerchi di Heaberg {N a N b N^). Se su ciascuno dei tre lati del triangolo 
fondamentale ABC costruiamo dei triangoli che abbiano lo stesso angolo di 
Brooard di ABC, il vertice libero determina un cerchio. I tre cerchi così 
ottenuti piglian nome di cerchi di Neuberg. 

17 . Retta di Lemoine . È la polare del punto di Lemoine del triangolo 
fondamentale. 

16 . Cerchio di Longchamps . È il cerchio A che sega ortogonalmente i tre 
cerchi descritti facendo centro nei tre vertici del triangolo fondamentale ABC } 
e pigliando per raggio rispettivo i lati opposti. (*) 

19 . Retta di Longchamps. È la polare del baricentro G rispetto al cerchio A 
(num. prec.). Del cerchio e della retta di Longchamps vedremo in seguito 
qualche proprietà. 

90. Cerchi di M' Cay (M a M b M 0 ). Descrivendo sui lati del triangolo ABC \ 
considerati quali segmenti omologhi, delle figure simili, otteniamo un’ infinità di 
terne di punti in linea retta. 

Questi punti sono su tre cerchi detti cerchi di M’ Cay. ( 2 ) 

91 . Cerchi di Schoute. Il luogo d’un punto M tale che il triangolo che ha per 
vertice le proiezioni ortogonali di M sui lati di ABC abbia un dato angolo di Bro- 
card co, è un cerchio chiamato cerchio di Schoute. ( 3 ) La retta di Lemoine, 
il circoncerchio e il cerchio di Brooard sono casi particolari di questo cerchio. 

99. Asse orfico. Essendo X, F, Z i piedi delle perpendicolari calate da 
A , B , C sui lati opposti, i lati omologhi dei due triangoli ABC , XYZ si segano 
in tre punti X 1 | ,F 1 , Z t situati sull’asse radicale dei cerchi ABC , XYZ. Que¬ 
st’asse piglia nome di asse orfico. 

Esso è perpendicolare alla retta che passa pel circoncentro, l’ortocentro ed il 
centro del cerchio di Feuerbach. 

96. Assi antiortici. Chiamansi assi antiortici di un triangolo le rette che 
passano pei piedi delle tre bisettrici esterne, o pei piedi di due bisettrici in¬ 
terne ed una esterna. 

Questi assi sono perpendicolari alle rette che uniscono il circoncentro del trian¬ 
golo dato ai centri dei cerchi tangenti ai tre lati. 

94. Punti tripolarmente associati. ( 4 ) Diconsi punti tripolarmente associati 
due punti del piano del triangolo ABC le cui distanze dai tre vertici A, B f C 
siano proporzionali a tre quantità date. 


0) Questo nome gli fu dato dal Casbt. Il oerohio fu studiato dal Db Lonoghamps nella Die- 
moria Sur un nouveau ceràie rémarcable du pian du triangle, Journ. de Math. Spec ., 1886. 

(*) Veggasi Transaction s of thè royal Irish Academy , 1885. 

( 8 ) Questi oerohi furono trovati da Schoute nel cercare il luogo dei punti i cui triangoli po- 
dari hanno lo stesso angolo di Bbocard. Veggasi la sua memoria Over een nautoer verland tua - 
chen hoek en cirTcél van. Brooard, Groninga, 1886. 

( 4 ) Nome proposto dal Neubebg. 
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Questi punti, P, P' sono in linea retta col circoncentro 0, e sono coniugati ar¬ 
monici rispetto al circoncercliio. 

Sarà cosi sempre: 

(a) OP. OP = P*. 


Se di due punti tripolarmente associati costruiamo i triangoli podari, questi 
due triangoli sono inversamente simili. 

Siano A x B l C 1 ed A t B t C % i triangoli podari di P e P' e Ai , A* le loro aree. 
Per la (2) del num. 14 e per la (a) si ha: 

A x R*— OP 2 OP(OP’— OP) OP.PP' PP' 

A "** 4 ^ = 4iJ* 4J 2 * == 4 .OP 1 ' 


Ugualmente : 

A* 0P\ PP' PP' 
A — 4P* — 4. OP 

da cui: 


Di qui si ha: 


4 PP' 

T (OP--OP) = —+ 


PP’ 

A* 



ossia, in valore assoluto: 



ì_ 

A,' 


Questa espressione ci permette di calcolare le aree dei triangoli podari di duo 
punti tripolarmente associati . (*) 

95. Punii complementari ed anticomplementari. Per determinare il punto 
complementare di un dato punto M del piano del triangolo AB C, pigliamo i 
punti ra, m'y m" simmetrici ad esso rispetto ai lati di ABC. Le rette Am, 
Bm', Cm" concorrono in uno stesso punto M 1 che è il complementare di M 
(d’OCAGNE). 

I complementari dei vertici A, B , C del triangolo ABC sono i punti medi 
A', B', C' dei lati opposti, ed i loro anticompleTnmtari sono i vertici del trian¬ 
golo -4 1 P 1 C r 1 ottenuto conducendo per A, B , C le parallele ai lati opposti. 
L’ortocentro H di ABC ha per complementare il circoncentro 0. 

Questo ha per complementare il centro 0 9 del cerchio di Feuerbach. (*) 
L’incentro di ABC ha per complementare l’incentro di A'B'O', e questo è 
baricentro del perimetro di ABC. Il suo anticomplementare è l’incentro di 
A^iCi (punto di Nagel). 


(*) Vioabié nel Progreeeo Matematico. 

(*) Eulxbo, Mem. deWAccad . di Pietroburgo , 1766. 
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Il centro di omologia di ABC e del primo triangolo di Brooard ha per com¬ 
plementare il punto medio della retta ( l ) QQ\ 

Due figure jF, F x diconsi complementari se sono tali che i punti di F x siano 
i complementi di quelli di F. 

Le due figure F y F x sono omologiche. 

H circoncerchio di ABC ha per figura complementare il cerchio di Feuerbach. 
H triangolo A'B'C' è il triangolo complementare di ABC ed A X B X C x ne è il 
triangolo anticomplementare . 

96. Poiane trilineare, Si è visto a proposito del teorema di Menelao, che 
essendo D un punto del piano del triangolo ABC , ad esso corrisponde sempre 
una retta a’PY- Ne deduciamo che come questa, glie |ne corrispondono altre 
tre P'ya, y'a[3 a'Py. 

Reciprocamente, a ciascuna di queste quattro rette corrisponde lo stesso punto 

D di cui si può sempre determina¬ 
re la posizione. 

La retta a'fiy come le altre tre, di¬ 
consi armonicamente associate (*) al 
punto D. Dicesi pure che la retta 
a'PY è la polare trilineare di Z>, e 
D ne è il polo. 

67. Traversali reciproche . Una 
traversale qualunque incontri i lati 
del triangolo fondamentale ABC 
(fig. 18) in a, p, y, Pigliamo sui 
tre lati BC, CA , AB gli isotomici 
dei rispettivi punti a, (3, y e siano 
essi a f , P', y\ Questi tre punti sono in linea retta. 

Per ipotesi abbiamo infatti: 

Ay __ y'B Boc __ a'<7 <?P _ fì'A 

yB ~ Ay' 7 He ~ B<x' 7 ~ Cp r 7 

e moltiplicando membro a membro: 



él v B * y gp fB pj. 

yB A olC A Ay' A Bx' a cp' ‘ 


Ora, poiché i tre punti a, p, y sono in linea retta, pel teorema di Menelao è : 

A ‘f s, By - x/ _ 1 

X aC X pA ~ ’ 


( l ) Bbocabd, Congresso d’Algeri, 1881. 

(*) Nome introdotto da Db Longchamps. 
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Dunque anche il secondo membro della precedente uguaglianza sarà uguale 
a — 1, e quindi i tre punti a', (3', y' sono anch’essi in linea retta. 

Le due traversali a(3y, a'jìy che a questo modo si deducono Funa dalFaltra di- 
eonsi traversali reciproche, 

98. Punto di Tarr/( l ) (N). È il punto di concorso delle perpendicolari 
calate da A, B ì C sui lati corrispondenti del primo triangolo di Brooard. 

99 . Punto di Steiner (R). Se uniamo il punto di Tàrry N coi vertici 
A, B y Cy e conduciamo da questi vertici ad ^4, NB } NC le perpendicolari, 
queste si intersecano nel punto di Steiner R del triangolo. 

Questo punto può anche definirsi quale punto di concorso delle parallele condotte 
dai vertici A , By C ai lati corrispondenti del triangolo di Brooard. 

H punto di Steiner è sul circoncerchio il punto diametralmente opposto al 
punto di Tarry. (*) 

SO. Centri isologici ( 3 ) d f un triangolo . Dicesi centro isologico di un trian¬ 
golo quel punto U le cui distanze dai vertici sono proporzionali ai lati opposti. 
Se Ly L x sono i piedi della' bisettrice interna e di quella esterna delFan- 
golo Ay P x il punto medio di LL X ed L'y L\y P\ i punti isotomici dei punti 
Ly L l} P X y i cerchi i cui diametri sono LL X1 MM l7 NN X ( cerchi di Apollo¬ 
nio) ed i cui centri P LÌ P 2 , P 3 sono sulla retta di Lemoine del triangolo, si 
segano in due punti W 9 W posti su OK } le cui distanze da A, By C sono in¬ 
versamente proporzionali ai lati a, ò, c, e che, come abbiamo visto (num. 12) 
sono i punti isodinamici del triangolo . I cerchi che hanno per diametro i seg¬ 
menti L'L\y M'M\y ed i cui centri sono P\y P\ , P' 3 , che sono sulla 

retta di Longohamps, si segano in due punti Uy U' posti sulla retta di Eulero 
OGH e che sono i centri isologici del triangolo ABC, 

31. Punto oic/otomico. Se M è un punto qualunque del piano del triangolo 
ABCy i cerchi simmetrici dei cerchi MBCy MCAy MAB rispetto ai lati BCy CAy 
AB rispettivamente, si segano in un certo punto M' che è il punto cidotomico 
del punto M. 

33 . Rette Brocardiane. Sia ABC un triangolo e X una retta che sega BCy 
CAy AB rispettivamente in A x , B x , C x . Sia Xj una seconda retta che sega gli 
stessi lati in A \, B \, C \. Chiamando A' c , B' aì C\ i punti in cui A X B \, B x C \, 
C X A\ segano rispettivamente AC, BAy CB 7 questi punti sono su di una stessa 
retta chiamata Brocardiana diretta di X rispetto a X x . 


(') Questo punto fu trovato da Tabbt nel oeroare la soluzione geometrica di alouni teoremi 
enanoiati da Brooabd (Congresso d'Algeri, 1881). Veggansi a proposito di questo punto le due 
memorie del Nxubebo : Sur le point de Tabbt, Matheeie, 1887 e Sur le paini de Steineb, Journal 
de Math. Spec 1887. 

(*) La miglior definizione di punti di Steineb e di Tabbt, dioe lo stesso Tabbt, si ò di consi¬ 
derarli oome gli inversi dei punti all' infinito sulla retta di Lemoine e sulla sua perpendicolare OK» 
(*) Questa denominazione fu proposta dal Neubero nel 1886. Veggasi Mathesis, VII. 
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I punti A\ B' e C' a sono collineari sulla Brocardiana retrograda di X rispet¬ 
to a Xj • 

Se X x è la retta all’infinito, le A l A ì eì B x B' a , C x C' b sono rispettivamente pa¬ 
rallele ai lati CA Ì AB y BC e le A^A'^ B 1 B' lì C l C\ sono parallele ad AB, BC , CA . 


IV. 

Incerchio, ex-cerchi, circoncerchio 


1. Se da uno degli estremi della base di un triangolo ABC conduciamo la 
perpendicolare alla bisettrice interna o a quella esterna dell 1 angolo al vertice , la di- 
stanza del piede di questa perpendicolare dal punto medio della base è uguale alla 
semi-somma o alla semi-differenza dei due lati del triangolo , a seconda che la biset¬ 
trice d esterna o interna . 

Siano AL, AL' le bisettrici interna ed esterna dell’angolo in A (fig. 19). 

Su di esse da B conduciamo le per¬ 
pendicolari -BP, BP'. I punti jBj e 
B t siano i punti d’incontro di AC 
colle perpendicolari alla bisettrice 
interna ed esterna rispettivamente. 
Sarà: 

BP = B X P, BP' = B t P' 

CB X = AC — AB, CB* = AC+AB. 

Essendo dunque P e P 1 i punti 
medi di BB l e BB t ed A' il punta 
medio di BC. Sarà: 

A'P-jCB^l (AC-AB) 

A’P'=±CB t = ±(AC+AB). 

Ugualmente se fossero Q e Q' i piedi delle perpendicolari da C su AL ed AL' : 

A'Q — i (AC — AB) A'Q' = 1 (AC + AB). 

%. Se conduciamo la retta A'PP ’, essa risulterà parallela ad AC. Dunque 
PeP' giacciono su A'C' } lato del triangolo A'B'C', complementare di ABC. 
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So per L conduciamo una perpendicolare ad AL ad incontrare AB in 
(fig. 19) e ÀC in Q\ allora il segmento AQ X — è medio armonico fra AB 
ed AC. 

Condotta la BB 1 , la AL biseca l’angolo BLB, ed LQ x biseca l’angolo CLB, 
e quindi L(BAB l B , 1 ) è un fascio armonico che è segato dalla traversale AC 
nei punti À , B l , B /, C'. 

Dunque questi quattro punti formano un sistema armonico ed AQ\ è medio ar¬ 
monico fra AB\ ed AC. 

Risultato analogo si ottiene considerando il punto L\ 

3 . Se da un punto P preso sulla bisettrice interna o esterna di un angolo A " 
del triangolo ABC conduciamo le perpendicolari PD, PE, PP ai tre lati , il punto 

Q in cui PD interseca ÈF giace sulla mediana condotta per A. 

I due triangoli FPQ, ABL essendo simili per 
avere i lati rispettivamente perpendicolari 
danno : 

FQ ; EP = AL ; AB. 

Ugualmente si ha: 

EQ ; EP = AL ; A C. 

È dunque: 

AB. FQ = A C. EQ ; 

e poiché i segmenti FQ ed EQ sono proporzionali alle distanze di Q da AB ed 
AC, sarà ABQ — ACQ. Ma avendo questi due triangoli la stessa base AQ ed 
essendo uguali, avranno pure la stessa altezza, e quindi AQ passa pel punto 
medio di BC. 

Un’ altra dimostrazione è la seguente : ( x ) 

Col muoversi di P sulla bisettrice, il punto Q si muove su di una retta che 
passa per A. Supposto P nel punto d’intersezione della bisettrice col circoncer¬ 
chio di ABC, le proiezioni di P sui lati del triangolo ABC pel teorema di Wal¬ 
lace, sono sulla stessa retta, ed una di tali proiezioni è appunto il punto medio 
di BC. 

4. Le bisettrici degli angoli interni di un triangolo concorrono in un punto. ( 2 ) 

La bisettrice AL dell’angolo A sia segata dalla bisettrice dell’angolo B in un 
punto I. Sarà : 

ai: li= ba ; bl= ca : cl. 

Dunque anche la bisettrice dell’angolo C passa pel punto L 



O) Mathesis, I. 

(*) Euclide, Elementi, IV, prop. 4. Questo teorema potrebbe dimostrarsi quale corollario del 
teorema di Ceva. 
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Si è già detto che I è il centro del cerchio tangente internamente ai tre lati 
del triangolo ABC e che chiamiamo incerchio. Ne è r il raggio. 

5. Il punto I divide la bisettrice condotta da A nel rapporto a \ h 4 - c. 

La sua distanza da ciascuno dei lati ha per espressione: 


5 a = 5 6 = 8 C = 


2 A 2 A 

a+6+c p 


6. Descrivere l’incerchio del triangolo ABC. 

Il metodo seguente è indicato dal Lemoine: ( l ) 

Sul lato AC prolungato (fig. 21) pigliamo AP = AB, CQ = CB. 

Con centro nel vertice A e raggio PQ descriviamo un cerchio: esso interse¬ 
cherà AC in S e AB in T. — Ancora con raggio PQ e centro in S descriviamo 

un secondo cerchio che sega il primo in due 
punti a e (3. La retta che passa per questi 
due punti passa pure per 1’ incentro I. 
Sempre con lo stesso raggio e con centro 
in T descriviamo un nuovo cerchio che sega 
il primo in due punti a' e (3'. La retta che 
passa per a' e P' passa pure per l’incentro I. 
Le due rette <%P ed a' P' determinano dun¬ 
que colla loro intersezione l’incentro I. 
Infatti, la ap è perpendicolare ad AS nel 
suo punto medio E, e la a'P' è perpendico¬ 
lare ad AT nel suo punto medio F. È dunque: AE = AF. 

7. L’area di un triangolo vale il suo semiperimetro moltiplicato pel raggio 

dell ’ incerchio. 

Conducendo nel triangolo ABC le rette AI, BI, CI (fig. 21) evidentemente 

si ha: , „ ‘ 

A = BIC+ CIA + AIB. 

Le perpendicolari IX, IY, IZ condotte da I sui tre lati del triangolo sono 
raggi dell’ incerchio ed altezze rispettive dei triangoli BIG, CIA, AIB, e poiché 
l’area di un triangolo si ha moltiplicando la metà di un lato per l’altezza cor- 
rispondente, si ha: 

BIC=jr, CIA = r, AIB=~r 



per cui, sostituendo nell’espressione di A: 


. a+6-fc 

A ---- r =p . r. 


(i) XXI Congresso dell’Assoo. Frano, per l’incremento delle Scienze, 1892. 
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S. Essendo h aì h b1 h c le tre altezze di ABC, dall’essere : 


2 A — a ■ A®, 

2 A = b.h b , 

2 A = c. h c 

si deduce: 



1 a 

1 b 

1 c 

T a ~ 2A’ 

h b ~ 2A’ 

T 0 = 2£l 

che sommate danno: 



111 

4- è 4- c 

2 p __ 1 

| _ | __ 

h a h b h c 

“ 2A “ 

2^?r r 1 


cioè, la somma dei valori reciproci delle tre altezze d’un triangolo ABC è uguale 
al valore reciproco del raggio dell’incerchio. 

9. Se P è un punto qualunque del piano del triangolo ABC ed indichiamo 
con a, p, y i segmenti P-4, Pi?, PC e con pi , p 2 , p 3 i raggi degli incerchi dei 
triangoli PBC, PC A , PAB 1 pel num. 7 è : 

2. ABC *=r(a+Hc) 

2 . PBC = pi (a -H P 4- y)> 2 . PC A = p 2 (b -t- y 4- «)? 2 . PAB = p 3 (c 4- a 4- P) 
e supponendo il punto P interno al triangolo: 

ABC= PPC+ PCA 4- PAB 

ossia : 

r (a 4- è 4- c) = p A (a 4- P 4- y) 4- P* (& 4- Y a ) P 3 ( c 4- a 4- P) 

per cui: 

a (r — pi) H- 6 (r — p 2 ) 4- c (r —■ p 3 ) = a (p 2 4- p 3 ) 4- P (p 3 4- Pi) 4- Y (pi 4- p 2 ). 

Se poi P è esterno al triangolo ABC , è: 

a ( r 4- pO + &(r — p 2 ) 4- c(r — p 3 ) = a(p 2 4- p 3 ) 4- P(p 3 — pi) 4- y(p 2 — Pi)- 

10. Nella figura 21, pel d del teorema di Stewarts (I), si ha: 


da cui: 

e poiché si ha: 

sostituendo si ha: 


bc = AL 4- BL . LC 


ALT = bc — BL . LC 


BL *= a . 


AL = &c — 


6 + c ’ 
I oc ab 


LC = a . 


è + c 


òc 


, &4-c 6 4-c 

Il valore della bisettrice AL è dunque: 

2 




ilL = 


6 + c 


yjp (jp — a ) òc. 
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Si avrebbe ugualmente: 


BM= 
CN = 


2 


6 + c 
2 


CL -f- b 


\p(p — a)bc, 
\p (p — c) ab. 


Se il triangolo ABC è isoscele, ed è 6 = c, evidentemente si ha: 


——9 Or 


e se il triangolo è equilatero: 


AL— 


11. Se vogliamo le lunghezze dei lati del triangolo LMN facilmente otte¬ 
niamo : 

abc 


MN 2 -- 


(c -b a) 2 (a -b b) 2 


|ò 2 (c— a) -bc 2 (ò—a)H-a 2 (c-f-ò)4- (a 3 —ò 3 —c 3 H-8aòc) J 


ed espressioni analoghe per NL 9 LM • 

Queste espressioni possono però semplificarsi ricorrendo al teorema di Làn- 
den. (*) Poiché è: 

4 A (j R -b 2 r a ) = 4 A B -b 


sarà: 


MN= 


2 p 

= abc —b (a ~b b —b c) ( a — b —b c) (a —b b — c) 

4 A _ ' 4 A 


(c + o) (a -+• b) Ia °' NL (a+6)(ò + c) 

4A 


LO, 


LM— 


• LO. 


(b -b c) (c -b a) 

13 . Allo stesso modo, essendo L\ M\ N' i piedi delle bisettrici esterne e 
ricorrendo al teorema di Chapple, ( 2 ) si ha : 

16 A 2 


4A(jR — 2t) = 4AjR — 


2p 


da cui: 


M'N' : 


= abc ~b (b ~b o — ci) (a — b -b c) (a -b b —— c) 
4A _ 4A 


IO V' T '_ 

( a _&)( a _ c ) (à—b){b — e) 

4 A 


IO, 


L'M' = 


(b — c) (a — c) 


IO. 


(») I a O a = i? + Rr a (IV, num. 62). 
(*) JÒ*= ^* — 2 Rr x (IV, num. 61). 
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13. La lunghezza del segmento che unisce il punto medio di un lato al punto 
di contatto di esso coll 7 incerchio, è media proporzionale fra le distanze di tal 
punto medio dai piedi della bisettrice e delPaltezza corrispondente. 

Essendo X il piede delPaltezza condotta da A, A' il punto medio di BC e D il 
punto di contatto di questo lato coll 7 incerchio, è: 


È infatti : 


per cui: 


ed è: 


A'L\A'D = A'D\A'X. 
A'D=j(c-b) 

(«) A Td* = 1(c-6)*, 



c — b 
c-f -b 1 


e poiché A'X è la proiezione della mediana su BC \ si ha: 



Moltiplicando fra loro le due ultime uguaglianze si ha: 

A'L.A'X=^(c — b)\ 


e poiché la (a) e quest 7 ultima hanno i secondi membri uguali, è: 


n 



A!l?=A'L.A'X, 

cioè: 

14. Prolunghiamo i segmenti ZA, IB Ì IC fino 
ad incontrare il circoncerchio rispettivamente in 
i B l} C x . 

Il triangolo A l B l C l (fig. 22) ha i lati rispettiva¬ 
mente perpendicolari ad ZA, ZB, IC» 

Infatti si hanno le seguenti uguaglianze d’archi: 

BA X = CA l , CB X = AB XÌ AC X = BC X 


Si ha per conseguenza : 
cioè: 


A X BC X = CA X + AC X . 


A X CI=A X IC 
A X I= A l C'=A l B. 
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Dimostrasi allo stesso modo che è: 

B ì I=B l C=B l A, CJ = C,A = CJ3. 

Le figure AB 1 IC 1 , BA l IC ìl CB l IA l sono dunque rombi, e quindi i segmenti 
JE? 1 C r 1 , BiA yì A l B l sono rispettivamente perpendicolari ad AI, BI , CI. 

Ciascuno degli angoli del triangolo A l B l C l è metà della somma di due an¬ 
goli del triangolo fondamentale ABC. È quindi: 

AA.C, = AA^t + AA,C, = ABB , + ACB l = -1 (J5 + C), 

ed anche : 

180°— 2A l = — A l + B l + C X =A, 180° —2^ = A X — B x + C x = B y 
180° — 2 C x = A l + B ì — C l = C. 

Dunque, qualunque sia il triangolo fondamentale, il triangolo A 1 B 1 C l è sempre 
acutangolo. 

15. Sia la serie ABC ) A^B^C^ A 2 B 2 C 21 - A n B n C n una serie di triangoli 

inscritti nello stesso cerchio ed ottenuti ciascuno dal precedente come il trian¬ 
golo A ì B l C ì nel numero precedente è stato ottenuto da ABC. 

Indicando con m un numero intero, il triangolo A 2m B 2m C %m tende ad una 
posizione limite afiy, mentre il triangolo A 2m A rl B 2m + l C^^ tende anch’esso ad 
una posizione limite a'jjy. Dico che i due angoli aJ3y, a'py sono equivalenti 
e simmetricamente disposti rispetto al centro del cerchio. 

Osserviamo infatti che se nel triangolo A l B ì C l conduciamo da la perpen¬ 
dicolare al lato opposto, questa è rappresentata dal segmento A X A , e che il dia¬ 
metro del suo circoncerchio è A x OD (fig. 22 ). I due triangoli B i A l C l e AA l D 
hanno dunque ugual bisettrice ed A 2 è il punto medio dell’arco AD sotteso dal¬ 
l’angolo OA X A. 

Vediamo così che per ottenere ( l ) il vertice A n 4 ^ si conduce il diametro OA n 
e la retta A n ^ x An : il punto medio dell’arco intercetto dall’angolo inscritto così 
formato è il vertice cercato. Ad uno ad uno veniamo così a determinare la 
serie di vertici A 2 , A 3 , A 4 . ... mentre ciascuno dei successivi angoli inscritti 
diventa metà del precedente, ossia tende a diventar nullo; e le rette A n _ l A n 
ed A^An finiscono col confondersi e coincidere col diametro OA n . 

Ora, la prima di queste rette essendo un’ altezza del triangolo A n B n C n e la 

-- 

seconda essendo la corrispondente bisettrice, al limite è ; B n = C nì cioè il trian¬ 
golo diventa isoscele. 

Continuando a ragionare a questo modo veniamo a concludere che al limite 
è pure: C n = A ni A n = B n . 

Avendo dunque il triangolo limite i tre angoli uguali, è equilatero. 


(1) Veggasi Mackay, The triangle and ita 8ix scribed circles, Edimburgh, 1894; nonché Mab- 
sano GL B., Considerazioni sul triangolo rettilineo, Genova, 1861. 
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La posizione limite della serie di triangoli d’ordine pari, cioè a(3y, è indicata 
dall’espressione : 

Ai<x = — AÀ t . 


Quella della serie di triangoli d’ordine dispari, dall’espressione: 

A x oC = 4" ^ 1^3 • 

ó 

Per mostrare la simmetria dei triangoli a3y, a'fJ'y' rispetto ad 0, basta mostrare 
che a e a' sono estremi di uno stesso diametro, o che è: D<x = A l <z\ e si vede 
subito che è : 

Dx = 2 AA t — Aoc--^- AA t A x x' = 4 A,A 3 = -f- AA t . 

ó 3 O 

Si può pure mostrare che assumendo il raggio R del circoncerchio comune 
quale unità di misura, il prodotto dei numeri che misurano la serie di diametri 

d , d xi d 2} d 31 d 4 .degli incerchi della serie di triangoli ABC\ A 1 B x C i) 

4 _ _ 

A 2 B t C % ,.... tende al limite : A. y 3 quando n cresce indefinitamente. 

3 

Si ha infatti: 
da cui : 


A t ; A = R \ 2r = 1 ; d 

A, 


d = 


A • 


Si ottiene ugualmente: 


a _ A, 

,- Àr’ 


. _ A 2 , _ A„ 

J_ ÀT’ dn ~A, ^ 


le quali uguaglianze moltiplicate membro a membro danno: 

A n 


d . cZj . d 2 • d^ < . . • dfi — 


Aw-fi 


Crescendo n indefinitamente, l’area A n _|_| si avvicina sempre più a quella del 
triangolo equilatero inscritto nel cerchio di raggio 1, cioè a 3 ; dunque il 


prodotto della precedente serie di diametri ha per limite 3 




10 . Se M ed N sono i piedi delle bisettrici degli angoli B e C del trian¬ 
golo ABC\ la distanza di un punto P preso su MN da BC è uguale ( A ) alla somma 
delle distanze di esso da CA e AB. 

Conduciamo MM 1 , MM % rispettivamente perpendicolari a BC ed AB y ed NN X , 


(*) Oarroet, NouveTU correspondance Mathématique, V, 334. Questa proprietà è un’estensione di 
un teorema di E. Cssaro riguardante il tetraedro. Veggasi lo stesso periodico, pag. 224. 
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NN 2 rispettivamente perpendicolari a BC e CA. La MN X (fìg. 23) intersechi 
PR in H. Conduciamo pure le perpendicolari PS e PT . Avremo: 



PS PM PH 
NN % ~ NM ~ NN X * 

Ma è: NN % = NN X , per cui è pure: PS=PH. 
Si ha ugualmente: 

PT PN RN X HR 
MM % ~ MN ~~ M X N X ~ MM X 5 

ma è: MM % = MM X , per cui è: PT = HR, 
cioè: RP = PS+PT . 


Se P anziché interno è esterno al triangolo ABC, si vede facilmente che è: 
PR = PS — PT. 


Pel caso delle bisettrici esterne, il teorema può essere espresso nel modo seguente, 
che è generale: 

se M ed N sono i piedi delle bisettrici interne o esterne degli angoli B 
e C, la distanza di un punto P posto su MN, dal lato BC, è uguale alla somma 
algebrica delle sue distanze dai lati CA e AB. 

17. La bisettrice delVangolo interno A del triangolo ABC e le bisettrici degli 
altri due angoli esterni concorrono in 
uno stesso punto . 

Sia AL la bisettrice dell’angolo in¬ 
terno A, e quella dell’angolo esterno 
B la incontri in un punto I a (fìg. 24). 

Si ha: 

AI a _ BA _ CA_ 

Lia “ 


BL 


CL 



e quindi anche la bisettrice dell’an¬ 
golo esterno C passa pel punto I a . 

Diciamo lo stesso per la bisettrice 
dell’angolo interno B e degli angoli 
esterni C ed A che concorrono in 
J 6 , e della bisettrice dell’angolo in¬ 
terno C e degli angoli esterni A e 
B, che concorrono in I c . 

I punti I a , I b , I c ed il punto I sono i soli punti del piano del triangolo ABC 
equidistanti dai tre lati. Essi sono i centri dei quattro cerchi, incerchio ed ex¬ 
cerchi, tangenti ai tre lati del triangolo. 

Conducendo da ciascuno dei vertici del triangolo ABCìq perpendicolari 
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alla bisettrice interna ed a quella esterna di ciascuno degli altri due angoli, ve¬ 
niamo a determinare dodici punti d’intersezione che a quattro a quattro sono su 
tre rette che mediante le loro intersezioni determinano i vertici del triangolo 
complementare del triangolo dato. 

Le quattro rette I b B, I c I a , I c C, I a Ib sono le bisettrici interne ed esterne degli 
angoli in B e C, e queste quattro rette, a tre a tre, determinano quattro trian¬ 
goli I c I a C, IJC i IJaB, I C IB. 

Dunque, pel teorema di Wallace, i circoncerchi di questi quattro triangoli 
passano per lo stesso punto A , e per un noto teorema di Steiner i piedi delle 
perpendicolari condotte da A sulle quattro rette sono collineari. Siano A x , A tì 
A 3 , A 4 i piedi di tali perpendicolari. La figura AA l BA 2 essendo un rettangolo, 
la retta A 1 A 2 , diagonale, passa pel punto medio di AB, cioè per C'. 
Ugualmente A 3 A 4 passa per B' punto medio di AC. 

Dunque la retta A X A 2 A 3 A 4 biseca AB ed AC. 

19 . Se per brevità poniamo: —a + ò + c=p a , ecc., per un noto teorema 
di Geometria e : 

A = r a p a = r b pi, = r c p e , 

e 

cioè, l’area d’un triangolo ha per misura il prodotto dell’eccesso del suo semipe¬ 
rimetro su di un lato pel raggio dell’excerchio tangente al prolungamento dei 
due altri lati. 

90 . Per ogni triangolo ABC è sempre : 

J4*=4i?(r a -r). 

Infatti, indicando con A 1 il punto medio dell’arco sotteso da BC (fig. 22) e con 
A' il punto medio di BC, si ha: 


II a = 2 . A X I = 2 . A X C 


per cui: 

Zzà* = 4.I/7*. 

Ma è: c 

Ijj* = 2 R. A l A' = 2 R = -R (r. — r). 

per cui: 

~Tla = 4 22 (r a — r). 


Sarà egualmente: 

Il b =4 R(r b — r) Ilo = 4i2 (r c — r). 

91 . Essendo DEF il triangolo determinato dalle proiezioni ortogonali di I 
sui tre lati di ABC (fig. 24), è : 
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3= \{B+C) = 90«--Ì A, 
E=±(C+A)^W-^B, 

F=I{A + B) = 90»-Ìc. 

Ne deduciamo che qualunque sia il triangolo ABC, il triangolo DEF è sempre 
acutangolo. ( 1 ) 

Pel triangolo I a hlc si ha ugualmente: 

Ìa= l( J B+(7) = 90»-Ì-i; 

4=1 (C+4)- 90» -ÌB, 

4 = l(^ + s) = 90--le. 

Dunque, qualunque sia il triangolo AB<7, il triangolo determinato dai suoi ex¬ 
centri è anch’esso sempre acutangolo. 

92. Siano oc, p, y i punti in cui i lati EF, JPD, DE del triangolo DEF 
incontrano le bisettrici AD, ITE, CF rispettivamente. L’angolo BAD resterà 
diviso armonicamente dalle due rette AB e AC, come pure l’angolo CAD resterà 
diviso armonicamente dalle rette Ay e AB. Abbiamo cosi due fasci armonici, 
il primo formato dai raggi AB, A$, AD, AC, ed il secondo dai raggi AB, AD, 
Ay, AC Questi due fasci son dunque simmetrici rispetto al raggio comune 
AD, che è bisettrice dell’angolo A. Dunque la retta AD è bisettrice anche del¬ 
l’angolo pAy. 

Si deduce ugual conseguenza rispetto alle altre due bisettrici, cioè BE e CF. 

93. Pigliamo i simmetrici degli excentri I a , I b , I c rispetto ai lati BC, CA , 
AB. Siano I' a , I\, I' c . 

I circoncerchi dei triangoli I a BC, I b AC, I e AB hanno rispettivamente per centro 
i punti A x , B x , C ì in cui le bisettrici AD, BE, CF incontrano il circoncerchio 
di ABC, e passano ( 2 ) per lo stesso punto 7, incentro del triangolo fondamentale. 
I triangoli I a BC, I b AC, I G AB sono direttamente simili, ed i triangoli F a BC, 
F b AC, I C AB sono inversamente simili a quelli. I centri dei circoncerchi di 
questi ultimi sono evidentemente i simmetrici A 2 , B 2 , C 2 dei punti A 1 , B x , C x , 
e tali circoncerchi passano anch’essi per uno stesso punto R. 

I due triangoli A X B X C X , A t B 2 C 2 sono omologici, ed il loro asse d’omologia è per¬ 
pendicolare alla retta IR nel suo punto medio. Infatti i due triangoli predetti 


0) Feuerbach, Eigenschaften .... Dreiecks, § 66 (1822). 
(*) Mathesis, 1890. 


Digitized by 


Google 



hanno il punto I per ortocentro comune, e B 2 C 2 è perpendicolare ad RA. Ugual¬ 
mente B^Cx è perpendicolare ad IA nel suo punto medio, e B 2 C 2 è pur perpen¬ 
dicolare nel suo punto medio alla retta che unisce I col punto medio H' di AH * 
Dunque se P l7 P 2 , P 3 sono i punti d’incontro dei lati omologhi dei due triangoli 
A 1 B 1 C lì A 2 B 2 C 2 , il punto P y è centro del cerchio che passa pei quattro punti 
A, R, I, H\ quindi è sulla perpendicolare innalzata nel punto medio di IR. 
Alla stessa retta appartengono pure i punti P 2 e P 3 . 

La retta B 2 C 2 è poi asse di simmetria delle due rette AH 1 e IR, e quindi è; 
IR = 2r. Dunque il punto medio di IR è sull’incerchio di ABC e la retta 
PxP 2 P 3 è la tangente all’incerchio in quel punto. 

*4. La somma dei raggi dei tre excerchi, diminuita del raggio dell’incerchio 
è quadrupla del raggio del circoncerchio. ( 1 ) 

Siano IB, I a B a , I b B b , I C D 0 i raggi dell’incerchio e dei tre excerchi, condotti 
perpendicolarmente a BC. La OA, perpendicolare a BC, seghi il circoncerchio 
al disotto di BC in A x e al disopra in A\. La retta OA', che unisce il circon¬ 
centro col punto medio di 2?<7, è perpendicolare a BC, e divide l’arco sotteso da 
BC per metà: A x è quindi il punto medio di tale arco. Ma poiché AI a biseca 
BAC, biseca pure l’arco BA t C, per cui AI a passa per A x . 

H segmento A X A' x è dunque un diametro del circoncerehio, l’angolo AAxI c è 
retto, e I b I c passa per A\. 

Ora, essendo IB , A'A Y , I a D a parallele, ed essendo DA' = D a A\ sarà: 

2 AxA' = I a D a — IB. 

Ugualmente essendo I b D bl A\A\ I C D C parallele, ed essendo D b A } = D C A\ sarà: 
2A\A' = I b D b -i-I 0 D c . 

E dunque: 

2 (AxA 1 4- A\A') = I a D a + I b D b + I C D 0 + ID 

ossia : 

4 R = r a -f- r b + r 0 — r. 

94. Essendo D a) E aì F a i punti in cui l’excerchio I a è tangente ai lati 
AB 7 AC, BC del triangolo ABC, questi punti determinano un triangolo D a E a F a 
omologico ad ABC. 

I tre excerchi determinano dunque tre triangoli e quindi tre assi d’omologia che 
formano un nuovo triangolo i cui vertici sono sulle bisettrici del triangolo 
fondamentale. 

Avremo anche: 

AB a = AB 4- BF a , AE a = A C 4- CF a 

e quindi: 

AB a 4- AE a = 2 p. 


(*) Fxuebbach, luogo citato, dimostra algebricamente questa proposizione. 
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Ma è: AD a = AE ai e quindi: AD a = AE a =p 1 per cui: 

CE a =p — b, BD a — p — c. 
26 . a) Poiché è (num. 7) : 

A = pr 

ed è (fig. 24) 

\ = I a AC + I a AB — I a BC, 


A _ br a cr a ar„ 

A “ ~ + ~2 -§“ = r « (P - a > 

Ugualmente : 

A = r b (p — b), A = r c (p — c). 

b) Dalla prima e da queste tre ultime uguaglianze si ha: 
/ v 1 P 1 p — a 

<“> T“T' -- 

e moltiplicando membro a membro : 

1111 1 , . . A 2 


r r a r h r. A P (p a ^ p b ^ P A 4 A 2 ’ 


e quindi: 


A = \r . r a . r à . r e . 

c) Si è visto (num. 7) che è : 


ora, dalle (a) si ha pure: 


h a h b h/Q 


_1_ = J_ _1_ J_ 

•f Va n r„ ’ 


per cui : 


1,1 1 1 1 1 

1 T —^T’ == -•-1- 

ha à b h c r a r b r c 


cioè, in ogni triangolo la somna dei reciproci dei numeri che misurano le tre 
altezze è uguale alla somma dei reciproci dei numeri che misurano i raggi degli 
excerchi. 

d) Pei punti medi dei lati del triangolo l a d b I c conduciamo le perpendico¬ 
lari. Esse s’intersecano in un punto K x% Dico che l’area del triangolo l a Ibh 
ha per misura il prodotto : 2 p. R. 

Conducendo le suddette perpendicolari nella fig. 24 si avrebbe. 

I a I b I c = H^BI a O -f- H±CI b A -f- ABI g — M-^AB. 
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La figura E x Bl a C essendo un quadrilatero, la sua area è: 

H^BIaC = %-2R=a,R. 

A A 

Ugualmente: 

HiCIoA^R. b ed AB1 0 —H X AB => t-,2R = R.c 

2 

per cui sostituendo: 

l a I b I 0 >= jB . a -f- R. 6 —f - R • c = 2 p . 5, 

5T. Sia il punto di concorso dei segmenti che uniscono i vertici A , 2?, 
C coi punti di tangenza D, E, F dell’incerchio coi tre lati di ABC } e siano 
R\ jR", Ì2 ,M i raggi dei circoncerchi dei triangoli AIC ) BIC Ì A1B. Questi trian¬ 
goli hanno il raggio r per altezza, ed è quindi: 

R , IB.IC IC. IA IA.IB 

2 r 1 2r ’ 2r 

da cui, tenendo conto che è: IA.IB. 7C==4i?r*, si ricava: 

R'. R" . R"' = 2 R?r. 

58 . Dai vertici 5 e C del triangolo ABC caliamo le perpendicolari BB ly 
CC l sulla bisettrice AL dell’angolo A. Le perpendicolari calate da A y B Xì C t 
concorrono in uno stesso punto. (*) Sia B 2 la proiezione di B x su A C e C 2 la 
proiezione di C x su AB. 

I quadrilateri BB 1 C 1 C 21 B 1 B 2 CC 1 essendo inscrittibili danno: 

AB . AC 2 = AB X . AC X = AB 2 . AC. 

Dunque anche il quadrilatero BB 2 CC 2 , è inscrittibile. Sia B il punto d’incontro 
delle rette B X B 2Ì C X C 2 . Nel quadrilatero inscrittibile AC 2 DB 2 si ha: 

C t AD = DB t C t = y - A%C t = -| - ABC. 

Dunque AD è perpendicolare a BC. 

59. La distanza fra due excentri è media proporzionale tra il quadruplo del 
raggio del circoncerchio e la somma dei raggi dei due excerchi di cui conside¬ 
riamo i centri. 

II triangolo I b CI e è rettangolo in C. Sia C" il punto medio dell’ipotenusa /&/<•► 
Sarà: I b I c -f- 2 . CC'\ e quindi: 

(a) 44* = 4. ~CC r ' i . 

Il triangolo rettangolo C ,, CA l (fig. 22) a sua volta dà: 

cc r,i = C'A 1 . CA\ 


0) Cl. Thiby, in Mathòsis. 
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Se ora da I b1 I e conduciamo le perpendicolari su BC , ed indichiamo con I b D lì 
I C D % tali perpendicolari, è: 

C"A l = 2R ì 

ed essendo D 1 D 2 I b I e un trapezio, dove C”A' è la parallela alle basi dal punto 
medio di uno dei lati non paralleli, si ha: 


Si ha dunque : 
e sostituendo nella 


— Tb r ° 
2 2 

r b + r c 


C"C =2£-^--^=£(r & + r c ), 


(«) 


Ibi O =4 i?(r» + r 0 ). 


Si avrebbe ugualmente: 

lai? = iR (r a + r e ), lai ? = iR(r a + r b ). 

Si vede facilmente che l’area del triangolo I a IbI e è: 


Wc = (IJb • IJe . Iblc) 


2 pB. 


&0. Al triangolo DEF inscriviamo ancora il cerchio (fig. 24) e siano D 1 
E x , F x i punti di contatto di questo coi tre lati. Al triangolo D l E l F l inscri¬ 
viamo ancora il cerchio e siano D 2 E 2 F 2 i punti di contatto di questo coi tre 
lati. Proseguiamo cosi indefinitamente. I successivi triangoli tendono ( l ) a di¬ 
venire equilateri. 

Supponiamo infatti : A?> B j> C. Pel num. 2 si ha : 

D=^{A + B), E=j(C+A), F=±(B+C), 

e quindi: 

E-D=±(A-B), f-e=1(b-o, f-d = ~{a-C). 

Sarà ugualmente: 

D X -±{E + F), .E 1 =Ì(F + .D), F X = ±{D + E) 

e quindi : — E x = -ì {E — D) = A {A — B) 

E X — F 1 =^(F—E) = ^{B—C) 

D \ — F x = ~ {F — D) = ^ {A — C), 

e cosi di seguito. 


0) Todhustib, Trigon- piana , cap. XVI, esempio 16. 
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La differenza fra due angoli nei successivi triangoli diventa dunque frazione 
sempre più piccola della differenza fra due angoli del triangolo fondamentale; 
tende cioè ad annullarsi, e quindi i successivi triangoli tendono ad avere i tre 
angoli uguali, cioè a divenire equilateri. 

Succederà lo stesso per la serie di triangoli ottenuti mediante gli excentri, (‘) 
come la serie precedente fu ottenuta mediante i punti di contatto dei lati cogli 
incerchi. 

31. I triangoli DEF, I a I b I e sono simili e similmente disposti (*) ed hanno 
per centro d’omotetia l’intersezione delle tre rette l a D, I b E , I e F . 

I punti A, F, I, E determinano un quadrilatero in cui, essendo AF=AE, 
IF = IE, può sempre inscriversi un cerchio. 

Ugualmente dicasi dei punti B, D, I, F ed E, C\ 7, 7). 

La bisettrice dell’angolo AFI (fig. 24) incontri AI in M. Conduciamo MN per¬ 
pendicolare ad AF. Sarà M il centro del cerchio inscritto in AFIE ed MN ne 
sarà il raggio p x . Sarà inoltre : MN = FN. 

Poiché i due triangoli AFI, ÀMN sono simili, si ha: 


per cui: 
Quindi : 


AF 

IF 


AN 
MN' 


p — a 

ossia -- 

r 


(p — a) — Pl 

Pi 



e 


p — a =i 


i 

r —p x ’ 


111 


Si avrebbe ugualmente: 


p — a p x r 


1 


p — ò 


P* 




e quindi: 


1 


(p — b)(p — e) 


1 

(P — °)(P — a) 


1 

(P — a) {P ~ b) 


_1_ 

n 


33. Considerando il triangolo I a hh quale triangolo fondamentale, ABC quale^ 
suo triangolo ortico, il triangolo DEF sarà il triangolo che ha per vertici i punti 
di contatto dell’incerchio di ABC coi lati di quest’ultimo. Si avrà: 


I a I b l c ; ABC = ABC : DEF, 

da cui ricaviamo che il triangolo ortico è medio proporzionale fra il triangolo 
fondamentale ed il triangolo determinato dai punti di contatto dell’ incerchio del 
triangolo ortico coi suoi stessi lati. 


P) Tuoni, Matémat. queitiont from thè educational Times , 107. 
(*) Fkuabbagh, Bigen eoo., § di. 
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33 . Le bisettrici degli angoli interni del triangolo ABC\ prolungate, incon¬ 
trino il circoncerchio in U, V, W, e quelle degli angoli esterni lo incontrino 
in U', V', W\ 

I lati del triangolo U' V'W' saranno rispettivamente perpendicolari ad AI, BI, 
CL Inoltre, rispetto al circoncentro di ABC i due triangoli UVW, U' V W' 
sono congruenti e simmetricamente disposti. 

Osserviamo infatti che l’angolo UAU' è retto, che UU' è diametro del circon¬ 
cerchio e che quindi U è simmetrico di U' rispetto ad 0. 

Descrivendo i triangoli UV'W', U' VW\ U'V'W risultano evidenti le relazioni: 

UVW 1 R U'VW' R U'V'W R 

ABC 2r a 1 ABC ~ 2r 6 ’ ABC ~ 2r e 


34 . Sui lati AB, AC del triangolo ABC quali diametri descriviamo due 
cerchi 0 1} 0 2 . Conduciamo poi (fig. 25) nel cerchio O x il diametro parallelo ad 

AC e nel cerchio 0 2 il diametro parallelo ad 


c 



Fig. 25. 


AB. Una coppia di estremi di questi diame¬ 
tri è sulla bisettrice interna dell’angolo A e 
l’altra coppia è sulla bisettrice esterna. ( ;1 ) 
Siano EF, OH i diametri rispettivamente 
paralleli ad iC e AB. Conduciamo AF. 
Sarà : O l AF = O x FA = 0 2 AF, per cui AF è 
bisettrice interna dell’angolo in A. 
Ugualmente, conduciamo AE\ sarà: 

O x AE= 0 1 ÈA=C'2 e, 


e quindi AE è bisettrice esterna dell’angolo in A. 

33; Dalla fig. 24 si ha ancora: ( 2 ) 

I a l b lc . r = II b I c . r a = II a I c . r & = HJ b . r c = ABC . 2 R. 


Infatti, pel num. 32 si ha che ABC ha per vertici i piedi delle altezzb dei trian¬ 
goli I a I b I c , II a Ibi Ilaici Hblc, i cui raggi dei circoncerchi sono uguali a 2 R 
(num. 19). Si ha cosi: 

A = j pr = (p — a) r a = (jp — b) r b = (p — c) r c 
I a I b I c =p.2R IIbIc = — a)2R 

IIale ={p—b)2R II a I b = (p - c) 2 R. 

Eliminando p,p — a, p — b, p — c successivamente fra le uguaglianze della prima 
linea e ciascuna delle altre quattro, otteniamo la relazione data. 

36. Siano BP, BP' le perpendicolari condotte da B sulle bisettrici interna 


(*) Bbocot, Journ. de Math. élém I, 883. 
(*) Nkuberg, in Matheeie, I. 


Digitized by ^ooQLe 



81 

ed esterna AL, AL f dell’angolo in A , e CQ, CQ' quelle condotte da C sulle stesse 
bisettrici (fig. 20). Avremo: 

IP\r = r\ IQ, IP I r a = r a \ 7 a Q, 

IbP' : n = r b : AQ f , 7 C P' : r c = r c ; 7 C Q. 

La figura APPP' è un rettangolo, per cui la diagonale PP f , biseca l’altra diago¬ 
nale AB. Dunque, essendo AX la perpendicolare calata da A su BC , il cerchio 
descritto col lato AB quale diametro passa per QQ'X. 

I punti A , P, P, X appartengono anch’essi ad uno stesso cerchio ed il quadri¬ 
latero APBX dà: 

APX= ABX, XPQ = ABC. 

I due triangoli XPQ , XP'Q' sono dunque inversamente simili al triangolo fon¬ 
damentale ABC. 

37. I due cerchi 7 ed I a di un triangolo ABC possono essere considerati 
come formanti una coppia di un sistema di cerchi co-asiali, ed i punti P e Q 
ne saranno i punti limiti. 

Allo stesso modo P f e Q saranno i punti limiti del sistema co-asiale di cui i 
cerchi di centro l bì I c sono una coppia. 

Poiché il cerchio XPQ passa pei punti limiti del sistema co-asiale predetto, il 
suo centro sarà sull’asse radicale di tale sistema. Lo stesso si dirà del cerchio 
XPQ rispetto al secondo sistema. 

Dunque il cerchio XPQ incontra ortogonalmente il sistema di cerchi 7, 7 a , ed 
il cerchio XP'Q incontra ortogonalmente il sistema di cerchi 7 & , 7 C . 

I punti C, L , P, 7/ formano poi un sistema armonico, e le rette CQ } PP, AL’ 
sono parallele. Dunque anche i punti Q, L, P, A formano un sistema armonico. 

33. Le perpendicolari ai lati di un triangolo condotte nel piano di esse nei 
loro punti medi concorrono in un punto. ( l ) 

Questo teorema non è che una conseguenza del teorema del num. 16. 

Si ha infatti (fig. 26): 

PA = CA, CB' == AB', AC' = BC' 

e quindi evidentemente: 

BA 12 + CB'* AC'* = CA'* + AB'* + BC'*, 

per cui pel teorema suddetto le tre perpendicolari nei punti A', P ? , C ', che sono 
i punti medi dei lati, concorrono in un punto 0. 

Un’altra dimostrazione è la seguente : ( 2 ) 

Uniti i punti medi dei tre lati mediante i tre segmenti A'B ’, B'C ’, C'A', questi 


(*) Euclide, Elementi, IV, 5. — Queite perpendicolari sono pure ohiamatc mediatrici. 
(*) C. Adams, Die lehere von don transvertalen, pag. 21. 
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Fig. 26. 


intersechino le perpendicolari ai lati del triangolo ABC condotte pei punti medi 
A\ B ', C 1 in Z n X n Y 1 rispettivamente. 

Poiché B'C' è parallela a BC\ la A'X X1 che è perpendicolare a BC y lo è pure 

a B'C'. Per la stessa ragione B'Y l è perpendicolare 
a C'A' e C'Z X è perpendicolare ad A'B'. 

Se ora ammettiamo come dimostrato che le perpen¬ 
dicolari ai lati di un triangolo condotte dai vertici 
opposti concorrono in un punto, le A'X 11 B'Y Xì C'Z l 
concorrono in un punto. 

Il punto 0, essendo equidistante dai tre vertici A , 
B ) C del triangolo ABC\ è centro del cerchio che 
passa per essi. 

39. Se pel circoncentro di ABC conduciamo 
0-4, e con questo segmento quale diametro descriviamo un cerchio, (*) questo 
biseca AB ed AC. 

Lo stesso sarà dei cerchi di diametro OB ed OC. 

Se poi il cerchio di diametro OA sega il lato BC in due punti P e P' (fig. 27 ), 
8arà ’ BP' : AP = AP \ CP\ 

Se -4P prolungata incontra il circoncerchio in un punto Q, poiché il cerchio di 
diametro 0-4 ed il circoncerchio sono tangenti 
in -4, questi due cerchi sono omotetici, ed è: 

ap : aq =i ; 2 

ossia : 

BP.CP = AP.QP = AÌ j2 - 

40 . Il circoncerchio di ABC contiene gli 
incentri dei tre triangoli ad esso associati, e 
tali incentri sono i punti diametralmente op¬ 
posti ai tre vertici -4, B e C. 

Se A 11 B X1 C x sono i tre vertici dei tre trian¬ 
goli associati ad ABC e rispettivamente oppo¬ 
sti ai lati BC , -4(7, -4P, sarà: 

1 1 1 
AA X + BB X + CC l = 



li 


(i) Condizione necessaria affinché l’incerchio di un triangolo passi pel circoncentro, si ò ohe 

si abbia : _ _ 

Vr à — 2Rr = r, ossia: R = r (V 2 + 0 

equivalente alla condizione: 

cos A -f- cos B -f cos ( = V 2 • 
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4tV. Vogliasi ora risolvere il problema seguente: 
dato il triangolo ABC determinare sulla sua basò fiCun punto P tale che 


il rapporto 


AP 


BP. CP 


abbia un valore dato. 


AL 


Determiniamo su AO un punto L tale che il rapporto —— abbia il valore da- 

LU 


to. Facendo centro in L e descrivendo il cerchio di raggio LA (fig. 28), questo 
cerchio determina su BC due punti P, P ' che soddisfano alla condizione richiesta. 
Condotta la .4P, prolunghiamola ad incontrare il 
circoncerchio in Q. Si ha (num. 40): 

ap Ip* IP al 

PQ ~~ AP.PQ ~~ BP.PC~Td' 

Quindi LP è parallela ad OQ ed è: LP = LA, 
cioè : OQ = OA. 

Conducendo la AP 1 e prolungandola in Q', è: 

.4P AP' 

TQ ~ P'Q' 

per cui QQ 1 è parallela a BC e sarà Parco BQ 
uguale all’arco CQ*. 

Per la definizione data di rette isogonali, le AP , .4P' sono isogonali rispetto 
aH’angolo A. 

49. Se il, BY, CZ sono le altezze, e ne sono A", 2?", C" i punti medi, 
l’area del triangolo A"B"C" è un quarto di quella del triangolo ( l ) XYZ. 
Osserviamo infatti che i punti A", B ", C" sono sul perimetro del triangolo che 
ha per vertici i punti medi -4', B\ C' dei lati di ABC, per cui, per un noto 
teorema si ha : 



XYZ BX. CY. AZ b CX. AY. BZ 
ABC ~ AB.BC.CA 


A"B"C" C'A" . A'B " . B'C " + C'B " . B'A" . A'C " 

ABC ~ TB '. P'C" . C'A' 


Ora essendo: 

BX= 2 . C'A", CY = 2 . A'B", ecc., 


i secondi membri delle due precedenti uguaglianze sono uguali. 
D’altra parte è: 

ABC=4:.A'B'C' 

dunque: 

XYZ=4.A"B"C". 


(») Hai» in Mathe»i», I. 
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43. Conducendo dal circoncentro 0, interno od esterno ad ABC le perpen¬ 
dicolari OD) OE) OF a BC 7 CA) AB rispettivamente, ed ai triangoli 0EF y OFD , 
ODE, circoscrivendo i cerchi, l’area del triangolo che ha i centri di tali cerchi 
per vertici è un quarto (*) di quella del triangolo ABC. 

Easta infatti osservare che i centri di questi cerchi coincidono coi punti medi 
dei segmenti OA , OE, OC. 

Se 0 è interno, ( 2 ) si ha inoltre: 

2 R (EF 4 -FD+ DE) = OA . BC -f OB . CA + OC. AB. 


Se infatti descriviamo il cerchio di cui è OA il diametro, vediamo che i punti 
Aj F) 0) E sono su di esso, e la corda EF di questo cerchio sottende un arco 
che è uguale a quello sotteso da B C nel circoncerchio. E perciò : 


ossia : 


EF BC 
~ÓA ~~ YK 


2 R . EF = OA.BC. 


Analogamente può dedursi: 

2 R. FD = OB . CA, 2 R. DE = OC. AB. 

44. Se F è V incentro del triangolo A'B'C' che ha per vertici i punti medi 
dei lati di ABC) evidentemente si ha: 


Il + 1 ’0 2 = (R — r) (R — 2r) 


ed 


IF- 


io 


ro 2 r 

5 - 1 R 


45. Se il raggio del circoncerchio è diametro dell’incerchio, il circoncentro 
e l’incentro coincidono, ed il triangolo è equilatero. 

Se la retta che unisce il circoncentro e l’incentro passa per uno dei vertici del 
triangolo, questo è isoscele. 

Del numero infinito di triangoli inscritti in uno e circoscritti all’altro di due 
dati cerchi, due sono isosceli. Il diametro comune ai due cerchi passa pei vertici 
opposti al lato disuguale, e interseca questo ad angolo retto. 11 triangolo isoscele 
di minor base e di maggior altezza è maggiore del secondo, il quale poi è il 
minore fra tutti i triangoli inscritti e circoscritti ai due cerchi. 

46. Al triangolo fondamentale ABC circoscriviamo i triangoli A l B l C ìr 
A 2 B 2 C 2 in modo che i lati di questi siano rispettivamente perpendicolari a quelli 


( l ) Todhukter, Trigonometria piana , esempio 41. 

(*) Langley, Vegg. K Sixtsenth generai report of thè aejeociacion for thè impr . of Geom . teaeh. nf 
1890, pag. 84-85. Egli applica oiò alla determinazione del triangolo di perimetro minimo inscritto 
in nn triangolo dato. 
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del primo. Le rette A X A Ì7 B X B 27 C X C 2 concorrono in 0, circoncentro ( l ) di ABC\ 
Infatti, se conduciamo i segmenti OA , OB , OC e li prolunghiamo ad incontrare 
il circoncerchio in U 7 V 7 W 7 il punto 0 viene ad essere il punto medio di ciascuno 
dei segmenti AU 7 BV 7 CW. 

La figura AA X UA 2 è un parallelogrammo e la diagonale A X A 2 passa pel punto 
medio dell’altra diagonale AU 7 cioè per 0. 

Lo stesso si ha per B X B 2 e C X C 2 . 

47. Ai triangoli OBC 7 OCA 7 OAB circoscriviamo i cerchi e ne siano ri¬ 
spettivamente O l7 0 2 , 0 3 i centri. Gli angoli de] triangolo 0 X 0 2 0 3 valgono 
rispettivamente : 180° — 2 A 7 180° — 2 B 7 180° — 2 C. 

Basta infatti osservare che i due triangoli 0 X 0 2 0 3 ed XYZ sono simili. 

Prolungando i segmenti 00 l7 00 2 , 00 3 ad incontrare i circoncerchi rispettivi 
in L' 7 M' 7 N' 7 il triangolo L'M'N' risulta circoscritto ad ABC 7 ed è simile e 
similmente disposto rispetto ad 0 X 0 2 0 3 . Il punto 0, circoncentro di ABC 7 è 
incentro di L'M'N' e di 0 X 0 2 0 3 . 

Essendo infatti: 

OAM' 4- OAN' = 180° 

i punti M' 7 A 7 N' sono collineari e le rette M'N' ed 0 2 0 3 sono parallele. 

Ne deriva che 0A 7 0B 7 OC sono uguali e perpendicolari ad M'N' 7 N'L' 7 L'M 1 
rispettivamente, e che quindi 0 è incentro di L'M'N'. 

48. L’area del triangolo ABC può essere espressa dalla relazione: 



Conducendo il diametro AM (fig. 28) ed unendo M con C 7 si vede che i triangoli 
ABC 7 AMC hanno l’angolo in B uguale all’angolo in M 7 poiché sottendono lo 
stesso arco, e quindi danno: 

A \AMC=a.c\AM.MC 
ed essendo AMC un triangolo rettangolo: 

A: 4- MC = a.c\2 R. MC 

e dividendone i due membri per MC : 

A : 4* = a . c ; 2 R 

ossia : 



0) Lcmoiib» Congrego di Lione. — Questa proprietà è però implioitamente contenuta in una pro¬ 
posizione data da Jacobi, De triangolorum rectilineorum, eco. 
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49. L’area del triangolo ABC è uguale al prodotto del raggio del circpn- 
cerchio pel semiperimetro del suo triangolo ortico XYZ. 

Supponiamo ABC acutangolo e sìa H il punto di concordo delle altezze (orto¬ 
centro). Sarà: 

A = OYAZ + OZBX+ OXYC. 

Essendo ZYCB un quadrilatero inscrittibile, se conduciamo la tangente AT b\ 
circoncercbio, l’angolo TAY sarà uguale all’angolo ABC e quindi ad AYZ , ed 
OA sarà perpendicolare ad YZ. Ne risulta : 

OYAZ = OA. YZ. 

ù 

Ugualmente: 

OZBX= OB. XZ, OXYC = 4 OC. XY 
2 2 

e quindi: 

A = 4 R (XY+ YZ+XZ). 


90. Se Z), D' (fig. 29) sono le proiezioni di A 1 su OB ed OC; E , E' quelle 
di B ’ su 0(7, OA; F\ F 1 quelle di (7 r su OA , OZ?, si ha: ( 1 ) 


t / DU ! EE' % / FF' R + r 

y—+v—+ v-t-=—• 

Osserviamo che il triangolo OBC è isoscele, che la DD' è parallela a BC, ed è: 

DD' __ OD 
a R 

I triangoli rettangoli OAB, ODA' poi 



Allo stesso modo sarà: 


danno : 
per cui: 

C e quindi : 


OA' 2 

0D -—' 

DD' _ OA' 2 

a ~ R* 


/ DD' OA' 
V a IT' 


% /EE’ OB' x IFF' OC' 
V ~b R ’ V R 


(‘) J. Somèbitis or Chalcis nel Journ, de Math . élém XVI, 128. 
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e sommando : 


t [dD' x [eE' 

V-^- + v— 



FF ' OA' + OB' + OC 1 R + r 


R 


R 


51. La potenza dell 1 incentro di un triangolo rispetto al circoncerchio è uguale 
al doppio prodotto del raggio dell 1 incerchio e del circoncerchio. (*) 

Conduciamo OL ed U'OU, , diametro perpendicolare a BC (fig. 30). 
Evidentemente sarà U il punto medio dell’arco BUC e la retta AU passerà per 2. 
Conduciamo ancora CU, CU\ CI, AO , e da 2 la IE, che sarà un raggio del- 
V incerchio e perpendicolare ad AC. 

Avremo : 

U1C= 1AC+ idA = 4 - U + C) 

UCI= BOI -+- BCU = BCI+ BHU = + C). 

2 


Sarà dunque: 

UC = UL 

Inoltre, i triangoli rettangoli AE1, U'CZJ 
essendo simili, danno: 

Al\ 2E= U'U\ VC 

da cui: 

Al. UC=1E. UU' 

ossia : 

Al. 1U = 2 . Rr. 

In ultimo, dal triangolo isoscele OA U si 
ha: 


Vi 


oa 2 —oi 2 = ai. iu 



.V 


quindi : 


Fig. 80. 


R % — Oi = 2 . Rr. 


Se poniamo 01 = d, possiamo scrivere: 

d* = 22* — 2 Rr , 

cioè, il quadrato della distanza fra il circoncentro e l’incentro è uguale alla 
differenza fra il quadrato del raggio del circoncerchio ed il doppio prodotto di 
questo raggio per quello dell’incerchio. 

59. Ì»a potenza di uno degli excentri di un triangolo rispetto al circoncerchio 
è uguale al doppio prodotto dei raggi delVexcerchio e del circoncerchio. ( 2 ) 


(') W. Chapplk ia Miicellanea cariota matematica , 1,123 (1746), e dal quale il teorema piglia nome. 
(*) J. Lahdem in Lucubrationet Mathématicae , pag. 1-6 (1755). 
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Pigliamo l’excentro I a e conduciamo l a O (fig. 81). Sia U'U il diametro del cir¬ 
concerchio perpendicolare a BC: è U il punto medio dell’arco BUC ed A Spassa 
per I a . Condotto raggio dell’excerchio perpendicolare ad AC, nonché le 

C77, CU\ CT a , AO , risulterà: 

UIC = 180° — (I 0 ic + I„ck) = 90 1 — 4- U 4- C) 

UCI a = -BC/ a — BCU — BCI a — BAU = 90° — i- (4 + C) 





Fig. 81. 


da cui risulta : 

cu= l a U. 

I triangoli rettangoli AE l l ai U'CU sono simili e 
danno : 

Ai a : i a E x = u'u\ uc 

da cui : 

AI a . UC= U'U.l a E x 

cioè : 

Ala. I a U=2Rr a . 

II triangolo isoscele OAU dà in ultimo: 

07 o 2 — OA 2 = Al a . I a u 

ossia : 

Ola — #2 = 2 Rr a . 

Quindi è pure: 


01? — R* = 2Rr b) 01? — R* = 2 Rr c . 


Indichiamo con d a , d c le distanze OI a) OI bì OI c del circoncentro dagli excen¬ 
tri, ed abbiamo: 

d a * — R* = 2 I2r«, — R*^=2Rr b , d * — R* = 2 Rr c 

da cui: 

d a * = R* -h 2 AV«, = R* + 2 Rr b , = l? 2 + 2 tfr c , 


cioè, il quadrato della distanza fra il circoncentro ed uno degli excentri è ugnale 
alla somma del quadrato del raggio del circoncerchio e del doppio prodotto di 
questo raggio pel raggio dell’excerchio che si considera. 

Si dimostra allo stesso modo che : 


la potenza ( l ) dell’incentro 1 rispetto al circoncerchio è uguale .ad, e 

dòc ^ P 

quella d’un excentro I a rispetto allo stesso circoncerchio è : - 

2 p—a 


(*) J. Mathes, Commentano de propri et atibus quinque circolo rum, pag. 41 (1831). 
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53. Se prolunghiamo IO ad incontrare il circoncerchio in M ed N e T in¬ 
cerchio in P x e Q X) essendo le lettere nell’ordine: MP X 01Q X N (fig. 30), poiché è: 

MP X = (R — r) + 07, MQ X = {R + r) + 01 
NP X = (K + r) — 07, NQ X = (R — r ) — 01 

si ha : 

MP X . NQ X = r 2 , MQ X . NP X = 4 Rr + r*. 

Il prodotto delle potenze di P x e Q x rispetto all’ incerchio (*) è : 

(MP X . NP X ) ( MQ X . NQ X ) = r 3 (4 R + r) 
ed il prodotto delle potenze di M ed N rispetto allo stesso incerchio è: 

(. MP X . NQ X ) (NP X . NQ X ) = r 3 (4 R + r). 

Se M x ed N x sono i punti in cui I a 0 prolungata incontra il circoncerchio, e P\ 
Q' i punti in cui incontra il primo excerchio, si ha per prodotto delle potenze 
di P ' e Q! rispetto al circoncerchio: 

{M X P '. N X P') ( M X Q '. N X Q') = r a * (4 R- r«), 
e per prodotto delle potenze di M x ed N x rispetto al primo excerchio: 

(M X I '. M X Q!) ( N X P 1 . ^Q») = r * 3 ( 4 R _ rfl ). 

54. La somma dei quadrati delle distanze del circoncentro dall 7 incentro e 
dagli excentri è uguale al triplo quadrato del diametro D del circoncerchio. ( 2 ) 
Si ha cioè: 

S ( Ol 2 ) = 4 + 2 fi (r a + + r c - r) 

= 4P* + 2P.4P 
= 12 P 2 = 3 D 2 . 

55. Nella fig. 30 conduciamo 7P, IQ rispettivamente parallele ad AB e 
AC e terminate ad UB e UC. I quadrilateri ABUC Ì 1PUQ sono simili e danno: 

AU\ 1U=AB + AC\ IP + 7Q. 

Ora gli angoli UBL, UAC, XJAB , UIP sono uguali, e sono pure uguali i seg¬ 
menti UB ed UL Dunque i triangoli UBL , UIP sono congruenti, ed è: BL —IP. 
Allo stesso modo è CL = IQ ; quindi la precedente proporzione dà luogo all’altra: 

AU: IU= AB + AC : BL 4- CL. 

56. Nella fig. 31 conduciamo AK perpendicolare su UU\ e con A'K quale 
diametro descriviamo un semicerchio che è incontrato in P dalla perpendico¬ 
lare ad UU 1 condotta dal circoncentro 0. Il triangolo PUU 1 così formato è 
isoscele e dà: 

pX ,2 = pTr 2 — uà' . A'U' = pcF 2 — ITb 2 


( l ) Questa prima proprietà è attribuita a Gbunekt. 
(*) Feojbbba.cs, 1822 . 
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e 

PK 2 = PU 2 — UK. EU' = PU 2 — AK 2 . 

Ora è: 

AB 2 + AC 2 = 2 . Zfi 2 + 2 . AA' 2 = 2 . Ivfi 2 + 2 . ZÌT 2 + 2.1 7 ? 2 
= 2 . I^B 2 + 2. AK‘ 2 + 2 . IT 2 + 2 . PK 2 

e dunque sarà: 

Zb 2 + Ic ,2 = 4.,PC/ 2 . 

Se del triangolo ^4 jB< 7 conosciamo la-base BC e l’angolo ^4, e sono AU, ATT 
le bisettrici interna ed esterna dell’angolo in A, pigliando AP uguale alla se¬ 
misomma, AQ uguale alla semidifferenza degli altri due lati, il luogo dei punti 
P e Q è formato da due cerchi. Se ne indichiamo con r* ed r" i raggi e con 
r'" indichiamo il raggio del circoncerchio di CUU', sarà : R = r' -f- r" -h r M \ 

57. L’area di un triangolo è media proporzionale fra il prodotto del semi- 
perimetro pel suo eccesso su di un lato ed il prodotto degli accessi di tal semi- 
perimetro sugli altri due lati. (*) 

Inscriviamo nel dato triangolo il cerchio DEF , il cui centro è /, ed uniamo 
I (fig. 32) ai punti A , B , C, D, E , 

Poiché l’area di un triangolo è data dal semiprodotto della lunghezza di un lato 

per quella della relativa altezza, i prodotti 
BC . 1D , C04. . IE ) AB . IF misurano cia¬ 
scuno il doppio dell’area dei triangoli 
BOI , CL4I, ABI rispettivamente. 
Dunque il prodotto del perimetro di ABC 
per ZD, raggio del cerchio DEF , misura 
il doppio dell’area del triangolo ABC. 
Prolunghiamo BC e pigliamo CD 2 = AE . 
Sarà il semiperimetro, ed il prodotto 
Z?D*. 1D rappresenterà l’area del trian¬ 
golo ABC. Conduciamo IL perpendico¬ 
lare ad IB e CL perpendicolare a CB , 
ed uniamo B con L. 

Essendo ciascuno degli angoli BIL, BCL 
retto, i punti B , Z, (7, / sono su di uno 
stesso cerchio, e gli angoli BIG\ BLC 
sono uguali a due angoli retti. Ma anche 
gli angoli BIC 1 AIE sono uguali a due angoli retti, poiché Al , BI , CI bisecano 
gli angoli predetti nel punto I. 


/ 



( l ) Veggasi a proposito di questa proposizione la nota XII dell'Aperqu Hittoriqus di CnASLxs. 
Essa trovasi enunoiata nel trattato SuUa Diottrica da alonni attribuito ad Ebonb d’Alessan- 
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Dunque si ha: 


ed alternando: 


BC\LC= AE ; IE= CD 2 \ ID 


BC\ CD 2 = LC ; ID = KC\ KD 


e componendo: 

Si ha per conseguenza: 


BD t ; CD 2 = CD ; KD. 


per cui: 


BD* ; BD 2 . CD 2 = CD . BD \ BD . KD = CD . BD \ ID* 


BD j 2 . ZZ> 2 #D 2 . CD*. BD . CD. 


Ora ciascuno dei segmenti BD 2 , CD 2 , -BD, CD è dato ; BD % è il semiperimetro,. 
CD 2 è l’eccesso del semiperimetro su BC) BD è l’eccesso del semiperimetro su. 
AB : l’area del triangolo ABC è dunque determinata. (‘) 

Altra dimostrazione . Da i su 5C caliamo la perpendicolare AX Pel teorema 
. 8, § I, si ha : 


ABp^BC* + CA a — 2 . BC. CX 
c* = a* + 6* = 2,o . CX, 


e quindi: 


Ma è: 


CX = 


o* ■+ è 8 — c* 




per cui sarà: 


( a —f- b -f- c) (— a —j- b -1- c) ( a — b -f~ c) ( a -f- b — c) 

4ài 

2p (2p — a) (2jp — b) (2 p — c) 

4 a 2 

AX= — '\Jp('P — a) (p — b) (p — c) 


e quindi: 


k = ^BC.AX= ^ (P — a) (p ~b) {p — c) 


= \P(P — «) O ~à)(p — c) 

58. Terqurm insegna il metodo seguente per determinare l’espressione 


dria. Però il Marie lo attribuisce ad Crome di Costantinopoli. Di essa fa anche menzione Brahme* 
oupta, Matematico indiano (598 d. C.), ed era a quel tempo pur noto agli Arabi. 

( l ) Questa dimostrazione fu tradotta cosi da Mackai dall* Heronie Alexandrini Geometri co rum 
et etereometricorum reliquiae dell* Holtsch, pag. 287. 
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dell’area di un triangolo, quando si sappia che il quadrato di quest’area e fun¬ 
zione (*) integrale dei lati. 

La funzione A* è simmetrica e di quarto grado. Se un lato diventa uguale alla 
somma degli altri due, l’area svanisce. Quindi A* contiene i tre fattorip— a, 
p — P — c * H quarto fattore può esser della forma m .p, dove m è una costante. 
E dunque : 

A 2 = ra . p (p — a) (p — b) (p — c). 

Supponiamo ora che i tre lati divengano fra di loro uguali. Sarà : 

A* = 3 m . a 4 . 


Ma il quadrato dell’area (*) di un triangolo equilatero, il cui lato sia a è espressa 
da»<,™„rà:»_-L. 


59 . Sulle altezze AX , BY ) CZ del triangolo ABC ed internamente ad esso 
portiamo i segmenti : AP = BQ = CR = 2 r. Siano A x , A 2 , A z i punti in cui 
le bisettrici AL , BM, CN incontrano il circoncerchio, ed A 2 , B 2 , C 2 i simme¬ 
trici di tali punti rispetto a BC, CA, AB. 

L’incentro 1 risulta centro di omologia dei due triangoli A 2 B 2 C 2 e PQR e sarà 
punto doppio nelle coppie di triangoli simmetricamente simili ABC e PQR, 


Ay By Cy Q A 2 B 2 C 2 . 

Essendo come di solito D, E ) F i punti di contatto dell’incerchio coi lati di 
ABC, i due triangoli simili AIM, BA'Ay danno: 


AP 2 r IM AI AI 

A 2 A~ “ 2 A l A ì — AyA' ~~ ~AJ3 ~~ IA X 

c quindi anche i triangoli API , AyA 2 I sono simili, ed i punti P, J, A 2 sono su 
di una stessa retta. 

I due triangoli ABC, PQR sono simili e simmetrici e se uniamo con I i 
loro vertici, le rette cosi condotte incontrano i loro circoncerchi in punti che 
sono vertici di due triangoli simili AyByCy e A 2 B 2 C 2 . Dunque il punto I è 
omologo a se stesso tanto nella coppia di triangoli ABC e PQR che nella cop¬ 
pia AyByCy 6 A^B 2 C 2 • 

II punto I è incentro di ABC e di PQR ed è ortocentro del triangolo A 2 B 2 C 2 . 
La polare di esso, rispetto al circoncerchio di ABC è asse d’omologia dei due 
triangoli ABC ed AyByCy. 

I due triangoli ABC, PQR hanno per asse d’omologia una perpendicolare alla 
retta che unisce l’ortocentro H al punto d’incontro T delle perpendicolari calate 
dai vertici A, B, C del triangolo ABC sui lati corrispondenti del triangolo PQR . 


( l ) Questo metodo fu applioato da Ciroddb per determinare il volume di un segmento sferico, 
sapendo ohe tal volume ò funzione di terso grado deH'altessa. 

( 3 ) Per altre espressioni dell'area di un triangolo veggasi il formularió. 
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Infatti, siano Ap , B qì C r 1© intersezioni dei lati omologhi di questi due trian¬ 
goli. Se consideriamo i due quadrangoli completi ABHT , B q A p RC 1 vediamo che 
essi hanno cinque coppie di lati perpendicolari; dunque i rimanenti lati HT e 
B q Ap sono anch’essi perpendicolari. 


Y. 

Baricentro 


1. Le tre mediane del triangolo ABC s' intersecano (*) in uno stesso punto GL 
1* Dimostrazione, Nel triangolo ABC conduciamo le tre mediane AA\ BB\ 
CC\ ed uniamo fra loro i punti A', B\ C\ 

I triangoli C'BB\ C'AB\ B'CC 1 (fig. 33) sono uguali, per cui è: B'GC= C'GB~ 
Ma è: AGB' = BGCeàAGC'=C'GB 
quindi i quattro triangoli AGB\ B'GC\ 

AGC , C'GB sono uguali fra di loro, 
per cui è: AGC = AGB y 
Ora anche i due triangoli BGA', CGA' 
sono uguali, ed aggiungendo al primo 
AGB ed al secondo AGC , risulta: 

AA'B = AA'C Ì e quindi A'G e sul pro¬ 
lungamento di AG. 

Le tre mediane concorrono dunque 
nel punto G. 

2* Dimostrazione. Le due mediane 
DB', CC' concorrano in un punto G. La retta AG incotri BC in A'. Prolun¬ 
ghiamo AA' e su questo prolungamento pigliamo GL = GA : conduciamo BL e 
CL (fig. 33). 

Poiché Gr C' biseca AB ed AL , la GC' è parallela ad LB. 

Per la stessa ragione GB' è parallela a CL. La figura BLGC è quindi un paralle¬ 
logrammo ad A f , punto d’incontro delle diagonali di esso, è il punto medio di BC 
Come si è già detto il punto G è il baricentro ( 2 ) o centro di gravità 0 centroide 
del triangolo ABC. 



(*) Abohimsde. De planorum equilibri s, I, 13 e 14; Carnot, Geometria di petizione; Mòbius, JBa- 
rycentrieche Calcul; Chelini, Sui centri dei sistemi geometrici, eoo. 

(*) Per stadi geometrioi può oonsaltarsi: Lhuilier, Poligonometrie. 
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9. La distanza del baricentro da un asse qualunque del piano del triangolo 
~è media aritmetica fra le distanze dei tre vertici dallo stesso asse. 

•Caliamo sull’asse ZF' (fig. 33) le perpendicolari AA,, BB„ CC,, GG,, A'A\. 
Per quanto si è visto (7), si ha: 

3 GG, = AA, 4- 2 A'A'» 2 A'A\ = 

•e sommando: 

3 ©(?! = AA, + BB, -f OC, 

ossia : 

GG, = i- (AA, + BB, + CC,). 

per questa proprietà che il baricentro è pure considerato quale centro delle 
medie distanze. (*) 

31 punto G, è poi il baricentro dei tre punti collineari A ,, B ,, C,. 

3. H baricentro G è quel punto dell’interno del triangolo ABC pel quale 

il prodotto delle distanze dai lati 
—• . è un massimo. 

Se GA„ GB, , GC, , sono tali di- 
v £ stanze; il prodotto : 

* GA,.GB,.GC, 

è un massimo quando lo sia il ! 
, ' prodotto : 

(GA ,. BC) (GB,. AC)(GC,. AB ), 

cioè quando lo sia il prodotto : 

GBC. GB A. GAC. 

Ma questo prodotto è massimo quando i suoi tre 
fattori sono uguali, quindi, ecc. 

4. 4 Una fra le costruzioni più semplici per de¬ 
terminare il punto G è la seguente : 

con centro in C e raggio AB descriviamo il 
cerchio : centro in B descriviamo ancora il cerchio 
di raggio AC. Esso sega il precedente, dalla parte 
«di BC nel punto D L Conduciamo DC e prolunghiamola ad incontrare il secondo 
«cerchio (fig. 34) in E. Le rette AD, BE s’intersecano nel baricentro G del 
triangolo ABC. 



\ 

x 


Fig. 84. 


( l ) Per altre proprietà di O quale centro delle medie distanze, veggasi: Lhuilier, Preliminari 
-agli elementi di analiei; Townsekd, Geometria moderna dei punto, retta e cerchio , pag. 117-143. 
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Si può ancora osservare che è: 

A'G = ±AG = j'AA\ 

per cui per determinare il punto G basta condurre una delle mediane del trian¬ 
golo, e, divisa questa in tre parti uguali, pigliare il punto di divisione che è 
ai V 3 dal vertice. 

5 . I lati del triangolo A'B'C' formato, unendo i pièdi delle mediane di ABC 
sono rispettivamente paralleli ai lati del triangolo fondamentale (fig. 33). Questi 
due triangoli sono quindi direttamente simili; e poiché le rette che uniscono i 
vertici corrispondenti, cioè le rette AA', BB', CC' concorrono in uno stesso 
punto G, i due triangoli AlBC , A'B'C' sono omotetici e G ne è il centro d’omo¬ 
tetia. Il triangolo fondamentale è pure direttamente simile a ciascuno dei trian¬ 
goli AC'B', BC'A', CB'A'. 

Il triangolo A'B'C' è il triangolo complementare ( l ) di ABC, e questo a sua volta 
è 1 1 anticomplementare di A'B'C\ 

Allo stesso modo, se P è un punto interno 0 esterno ad ABC, nello stesso suo 
piano, e ne è P' il corrispondente, interno od esterno, in A'B'C', sarà F il 
complementare di P e P Yanticomplementare di P'. 

6. Se uniamo il baricentro G di ABC ai tre vertici di questo triangolo e 
chiamiamo G ai G b , G c i baricentri dei tre triangoli GBC\ GCA, GAB che ne 
risultano, il triangolo G a G b G c è direttamente simile ( ? ) al triangolo ABC. 

Se P è un punto del circoncerchio di ABC e lo uniamo ai tre vertici di questo 
triangolo, determiniamo tre triangoli i cui baricentri sono con G in uno stesso 
cerchio. ( 3 ) 

7 . La mediana corrispondente ad uno dei lati di un triangolo, biseca tutte 
le parallele a questo, terminate agli altri due lati. 

Indicando con EF, GH, KL ,.,. una serie di parallele al lato BC, le rette BE 
CF ; BG, CH-j BK , CL ;... s’intersecano ( 4 ) sulla mediana condotta da A. 

Se D è punto della base BC del triangolo ABC , per determinare il quarto 
armonico fra i segmenti AB, AD, AC basta dividere BC in D' nel rapporto 
BD 

-p— e tirare la AD'. 

Ci/ 

Se il punto D coincide col punto medio A' di BC, il quarto armonico fra i se¬ 
gmenti AB, AA', AC è il segmento passante per A e parallelo a BC, e che in¬ 
dicheremo con AAa. 

Analogamente le parallele BB b , CC c condotte per B e C sono quarte armoniche 


(x) E. Vigarié, Sur le points complementaires, Mathesis, VII. 

(*) B. E. Allabdice. 

(*) J. GairnTHS, Mathem. questione from thè Educational Times, V, 92. 
( 4 ) Jacobi, De triangulorum rectilineorum proprietatibus, 5-6. 


i 
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fra BC', BB', BA la prima e fra CA, CC\ CB la seconda. Le rette AAa, BB b , 
CC c sono le mediane esterne del triangolo ABC. 

Le sei mediane AA' BB', CC', AA «, BB b , CC c , del triangolo ABC s’interse¬ 
cano tre a tre in quattro punti clie sono: il baricentro G ed i punti comple¬ 
mentari A Xì Bn Ci dei tre vertici del triangolo. 

8. Essendo M un punto della mediana AA 1 del triangolo ABC conduciamo 
le MP, MQ rispettivamente perpendicolare ad AC ed AB (fig. 34). Sarà: 


cioè: 
da cui: 


AMB = AMC r , 


AB . MQ = A C. MP 


AB _ MP 
“AC ~~ ~MQ ’ 


vediamo cosi che quelle due perpendicolari sono inversamente proporzionali ai 
due lati AG\ AB del triangolo ABC. 

La distanza del baricentro G dai lati di ABC sono dunque inversamente pro¬ 
porzionali a questi lati, e se chiamiamo d a , d b , d c tali distanze, sarà: 


da = 


2A 
Ha 1 




Se supponiamo che il punto M sia sulla mediana esterna e da esso caliamo 
le perpendicolari MP', MQ su AC e AB rispettivamente, sarà: 


ossia : 
da cui: 


AM'B -= AM'C, 

AB . MQ = A C . MP' 

AB __ MP 1 
~AC ~ MQ 1 


cioè anche in questo caso le due perpendicolari sono inversamente proporzionali 
ai due lati AC e AB. 

Se dunque chiamiamo p ly p 2 , p 3 le perpendicolari calate da G ai tre lati BC, 
CA, AB di ABC, è: 

bc: ca ; ab = 

Pi Pi Ps 


9 . 

polo è 


La somma delle quarte potenze delle lunghezze delle mediane d 1 un trian - 

9 

di quella dei lati. (*) 


(*) E. Cksàro in Mathe8ii. 
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Dalle note relazioni: 


4 m a 2 = 2 (6- -f- c 2 ) — a 2 , 4 w & 2 = 2 (a 2 4-c 2 ) — ò 2 , 4 ra, 2 = 2 (a ? 4-ò 2 ) — c 2 , 
elevando a quadrato e sommando ricaviamo: 

16 (ra a 2 + ra 6 8 4 - m c s ) = 9 (a 4 -J- ò 4 f c 4 ) 

da cui : 

9 

m a 2 + m b 2 4- m c 2 = (a 4 4-6 4 4-c 4 ). 

10 

La fig. 34 ci mostra poi direttamente : 

m « < y ( & + c )> > y 0 — c ), w«>l(6-f c-a) 

ed inoltre: 

wia + w 6 +w c <a + Hc, 
m a + m ò + ra c > — (a-\-b 4- c). 

IO. Pei due triangoli ABC, A'B'C' della fig. 33 si verificherà sempre la 
relazione: (*) . 

A'B'C (Zp 2 + BB' 2 + CC' 2 f 
ABC ~~ 3 :i . AA’ . BB' . CC' 


Infatti, le mediane AA\ BB\ CC' prolungate incontrino il circoncerchio in M ì 
A 7 , P rispettivamente. Si avrà: 

GMN GM.GN 9 GA'.GB' 

GAB ~ GA. GB ~ 4 ' AA '. BB' ' 

Ma è: 


GM= GA' 4- A'M = BA' + 


A'B.A'C 3 BC à 4- 4 AA V 


AA' 


12 AA'* 


ed è: 


per cui si ha: 


BC 2 = ì (2 m 6 2 4- 2 m c 2 — m j) 
2 ZI' 2 4- BB' 2 4- CC' 2 

tM= — --— 

9 AA' 


La (a) si trasforma dunque nell’altra : 


GMN _ (AA' 2 4- BB' 2 4- CC' 2 ) 2 
ABC 3 2 . ZZ' 2 . ~BB' 2 . CC' 2 


C) J. Neubero in Mathesis. 
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Scrivendo allo stesso modo i valori di GNP, GMP, dedurremo immantinenti 
l'espressione data. 

11 . La somma dei quadrati delle distanze dei vertici di ABC da un plinto è 
uguale alla somma dei quadrati delle loro distanze dal baricentro G, aumentata di 
tre volte il quadrato della distanza del punto del baricentro. ( l ) 

Sia P un punto qualunque (fig. 35). Condotta la PG, su questa caliamo da A, 
B e C le perpendicolari. Avremo : 

AP 2 = AG? + PG 2 — 2 . PC. A'G 
BP 2 = BG? + PG? + 2 . PG. B'G 
CP 2 = CG 2 + PG 2 — 2 .PG.C'G 


e sommando membro a membro: 


AP 2 +bP+CP? = AG 2 + BG 2 + CG 2 +3. PG 2 - 2. PG (A'G— B'G - C'G) 
= AG 2 +BG 2 + CG 2 +Z .PG 2 - 



Ei sulta da quanto precede che è: 

A'G — B'G — C’G = 0. 

Se P e Q sono due punti di un cerchio di 
cui il baricentro G è centro, si ha sempre : ( 2 ) 

AP 2 + BP 2 + CP 2 = la 2 4- BQ 2 + CQ 2 - 

i®. Il baricentro è il punto del piano 
del triangolo pel quale la somma dei quadrati 
delle distanze da esso ai tre vertici è un mi¬ 
nimo. ( 3 ) 

Se supponiamo GC costante, il vertice C ha 
per luogo il cerchio di centro G. Essendo 
C' il punto medio di AB è sempre: 


AG 2 + BG 2 = 2 AG 2 + 2 C'G 2 - 

Ma la somma AG + BG -b CG è massima quando lo sia la somma 2 C'G -f- CG > 
giacché AG è costante, per cui G appartiene alla mediana CC'. 

Analogamente il punto G dovrà essere sulle altre due mediane, e quindi è il 
punto comune alle tre mediane, cioè il baricentro di ABC. 

Una seconda dimostrazione è la seguente: 

Tanto il triangolo dato ABC che il baricentro G e quindi i segmenti AG , BG 


(*) A pag. 179-180, II de II* Apollonii Pargaei locorum planorum trovasi un teorema dimostrato 
da B. Simson, del quale questo può considerarsi come caso particolare. 

(>) J acobi, De triangulorum, . .. pag. 7. 

(*) Lettera di F. db Toschis a Faguano. Veggasi Nova Acta eruditorum , pag. 290 (1775). Il 
titolo del paragrafo è: Problemata quaedam ad methodum maximorum et minimorum spectantia. 
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CG sono fissi. Supponiamo che un altro punto P del piano dello stesso trian¬ 
golo sia variabile. La somma dei quadrati delle sue distanze dai vertici: 

IP 2 + BP 2 + CP 

supera la somma fissa: 

AG 2 + BG 2 + CG 2 

della quantità (num. 2) : 3 . P(? 2 . Quindi quanto più il punto P si avvicina al 
punto G, tanto più il valor della prima somma si avvicina a quello della se¬ 
conda, e saranno uguali quando i due punti coincideranno. 

13. La proprietà del num. 1 ci indica il modo di determinare graficamente 
il baricentro G del triangolo ABC. Presi i punti medi B' e C' di due lati 
AC e AB, le rette BB', CC' s’intersecano nel baricentro G. 

Un secondo modo è il seguente: costruiamo i due parallelogrammi CAB A" 
e CBAB". Le rette AA”, BB" si segano nel baricentro G. 

Questa seconda costruzione è più semplice della prima. 

Infatti la misura della semplicità ed esattezza ( l ) in quest’ultima è : 

pei cerchi B(CA) e C{AB) che si segano in C' . . . op. (5 C x -f- 2 <7 3 ) 

per la C'B che interseca B(CA) in A' .op. 

per le CC\ AA che s’intersecano in G .op. (àRi + R 2 ) 

e quindi è: 

op. (6 Pi -j- 3 JS 2 “h & C\ 2 (7 3 ), 

Se ne deduce: semplicità 16, esattezza 11; rette 3, cerchi 2. 

Per la prima costruzione si avrebbe invece: 

op. (8 Ri -j- 4 R 2 -f 3 C 1 -+■ 3 C^), 

ossia: semplicità 18, esattezza 11; rette 4, cerchi 3. 

14. Il punto interno ad un triangolo pél quale il prodotto delle distanze dai 
tre lati lati è un massimo , è il baricentro del triangolo . 

Indichiamo con GG X , GG 2J GG 3 le distanze di G dai tre lati BC, CA, AB . 
Il prodotto: 

GG X . GG 2 . GG Z 

è un massimo quando anche il prodotto: 

{Ga t .S£)[gg,. c A){ao,.éS) 

è un massimo, giacché si sa che il prodotto GbBC . GCA . GAB è massimo quando 
quei tre fattori, cioè quei tre triangoli, siano uguali, e ciò si ha solo quando il 
vertice comune G è baricentro di ABC : 

13. Se P è un punto qualunque del piano del triangolo ABC ed A x , B ly 

(') Lkmoisb, Congresso di Pau , 1992 . 
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C x sono i simmetrici di P rispetto ai punti medi A\ B\ C' dei lati BC, CA, AB, 
allora (*) le rette AA X , BB X , CC X concorrono in uno stesso punto P x . 

Condotta la A X B X essa sarà parallela ad A'B\ e sarà: A X B X = 2 A'B\ 

La retta A X B X è anche uguale e parallela al lato AB ma di direzione opposta 
(fig. 36). 

Allo stesso modo le rette B X C X , C X A X sono uguali e parallele rispettivamente a 

BC e CA e di direzione opposta. 

Queste tre coppie di parallele, cioè BC e 
B X C X , CA e C X A X , AB e A X B X determinano 
tre parallelogrammi, le cui diagonali AA X , 
BB X1 CC X si segano in P x , punto medio 
di ciascuna di esse. 

Nella stessa fig. 36 la retta PP X ruota 
attorno al punto G, fisso, quando P si spo¬ 
sta comunque all’esterno. Infatti, le OP, 
AA' sono mediane del triangolo PAA X , 
per cui PP X sega AA' in G ed è : 

AG = 2A'G. 

Ma AA' è mediana del triangolo ABC y quindi G è baricentro di ABC per cui 
è punto fisso. 

16. Se il punto P della fig. 36 si confonde col circoncentro 0 di ABC , il 
triangolo AOA' dà: 

+ 2ÒA' a = (1 + 2) ÒG 2 + 

3 

ossia : 

3Ò5 1 _ fi - + 2(ii.-D-4(Ìl±il _£) 

e quindi: 

OG 2 = P 2 — — (a 2 H- ò 2 + c ? ), 

espressione che ci dà la distanza del circoncentro dal baricentro dello stesso 
triangolo ABC in funzione dei tre lati e del raggio del circoncerchio. 

17. Se sui tre lati del triangolo ABC pigliamo tre punti A Xì B Xì C x tali 
che si abbia: 

BA X _ CB X AC X 
BC ~ CA ~ ~ÀB ~ m 

sarà pure: 

(a) = ABC [1 — 3m (1 — m)\ 





(*) li. D’Ocagse in Nouv . Ann . de Maih 3* serie. 
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A X B X C X = ABC—AB X C X — BA X C X — CA l B l . 


Ma è: 

per cui sarà: 
Ugualmente : 


AB X C X AC 1 AB x 


= m(l — m) 


ABC AB AC 

AB l C l = ABC. m(l — m) 

BC X A X = ABC . m(l — m) 
CA X B X = ABC . m( 1 — m) 


e quindi sommando, si ha l’espressione (a). 

Se i punti B Xì C x sono tali che sia: 

A X B _ B X C C X A 
~ B X A 


m 


AyC 




C r B 


il baricentro G di ABC è pure baricentro di A X B X C X . 

Siano A\ ì B\ y C\ i punti medi dei lati del triangolo A X B X C X . Le rette AA\ 
B X B\ s’intersechino in G. Condotta da C x la parallela ad AC che incontra BC 
in un punto M, sarà: 


Ma le (P) danno: 


C,M 

BCi 

BM 

AC 

BA 

BC 

AB^ 

BC ; 

CA t 

AC ~ 

BA ~~ 

BC 


per cui da questa e dalla precedente uguaglianza deduciamo : 

C X M=AB XÌ BM = CA X , A'A L = A'M. 
La retta A'B\ è dunque parallela a C X M e ad AC y ed è: 

A'B\ = ±AB,. 

I triangoli simili GB\A' e GAB X danno così: 


Dunque ( x ) G è baricentro di ABC e A X B X C X 


(*) Col variare del valore di m i lati del triangolo A l B l C 1 inviluppano tre parabole ohe a due 
a due si segano sulle mediane di ABC, e più particolarmente nei baricentri dei triangoli BOO, 
COA, AOB . Questi tre punti determinano un triangolo i oui lati sono con quelli di ABC nel rap¬ 
porto 1:8. L’area di tal triangolo è quindi V$ di quella del triangolo fondamentale ABC, 
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Jnendo il baricentro G ai tre vertici del triangolo ABC, è: 

8 (&A* + GB 2 + GC 2 ) = Zb 2 + He 2 + Zc 2 . 
jitti (fig. 35): 

AC 2 + ZB 2 = 2 ZI' 2 + 4 5c 2 , 

Zb 2 + bc 2 = 2 M 12 + ac 2 

2 

bc 2 + Ic 2 = 2Cc ì2 + 4 Zb 2 

tdo: 

3 (Zb 2 + BC 2 + CA 2 ) = 4 (^U’ 2 + BB' 2 + CC' 2 ). 
ao che è: 

3 

A4' = — AG, ecc., 

2 

j sostituendo : 

3 (GA 2 + GB 2 + OC 2 ) = + BC* + CA 2 , 

pmma dei quadrati dei tre lati di un triangolo è tripla della somma dei 
dei segmenti che uniscono il baricentro ai tre vertici, 
ecedente proposizione può pure dedursi come segue, 
che è (num. 9): 

èI 2 =Ì-(26*4 2 c* — a’) 
y 

GB 2 =4- (2c* + 2a* — ò 5 ) 

u 


ommando, 


GC 2 =- s - (2 a*+ 2 6* — c 5 ) 
y 


Gl 2 + GB 2 + 6rC 2 = (a* + 6* + c*). 

o 

|Molto facilmente possono dedursi i valori seguenti : 

Gl 2 = -- (òc + ca + ab) — -ì- (a 2 + 6* + c 2 ) — 4 i2r 
o y 

Già 2 = -1- (òc — ca — ab) -- (a 2 + ò 2 -f- c 2 ) -+- 4 i?r a 

o 9 

. . -g -o 

ssiom analoghe per GI b e 6rJ c . 
lori sommati membro a membro danno : 

H- GX* + 6rii> + GI 0 = 4 jR(r + r a -f- r & -f- r c ) — — (tf 2 H- ò 2 H- c 2 ) 
— 12 R* — 4. GÒ 2 . 
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fcO. E sempre possibile costruire il triangolo i cui lati siano le mediane di 
un altro triangolo ( 1 ) dato. 

Per A' conduciamo A'L parallela a BB', e fatto A"L = A'L, conduciamo A"B' 
e A'C' (fig. 37). 

Essendo A' il punto medio di BC ed essendo A'L parallela a BB', sarà L il 
punto medio di B'C. La fig. B'A'CA" è un parallelogrammo, come pure è pa¬ 
rallelogrammo la fig. B'BA'A". È dunque A'A" = BB'. 

Per le stesse ragioni risulta AB' uguale e parallela a C'A' e BA" uguale e pa“ 
rallela a CA'. Quindi AA" è uguale e 
parallela a CC', cioè AA'A' è il triangolo 
che ha per lati le mediane di ABC. 

Se D l E l F l è il triangolo i cui lati sono 
le mediane del triangolo ABC ) se cioè è: 

E.F^AA', F l D l = BB', D&^CC', 
sarà: 

D X = GBC+GCB, E x = GCA -t- GAC, 

F x = GAB -f- GB A. 

Poiché le mediane di ABC sono : 



m a 


1 = Y ( ò! H- c* — Y «*)> ecc. 


se m x , ra 2 , m 3 sono le mediane del triangolo i cui lati sono le mediane del pre¬ 
cedente, è: 

«h* = Y (mS -i- mj^, ecc. 


ossia è: 


e quindi: 


=Ì6 a ’ 


7t1/ì - ■ ■ CL. 




= — 


= 16 C * 


= — c, 


cioè, le mediane del triangolo i cui lati sono le mediane di un altro triangolo, 
sono i tre quarti dei lati del primo triangolo. 

Le relazioni precedenti ci permettono di scrivere la relazione: 

a \ b ; c = m 1 m % ; m 3 

che mostra che i due triangoli ABC\ D 1 E l F l sono simili. 


(*) Veggasi in proposito: Annalee di Gergomhe.IIT, 98; Nouvellee Annali*, 111,451-460; Giornale 
di Matematiche del Battaglimi, I, 126-127 ; Archivio di Grunert, 112-114. 
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SI. Costruiamo ancora il triangolo i cui lati siano le mediane del triangolo 
D 1 E 1 F ÌÌ poi ancora il triangolo i cui lati siano le mediane di queirultimo, e 
così di seguito. Questa serie di triangoli formerà una progressione geometrica 

di cui è ~ la ragione. 

Indicando con p, p lì p 2ì p 3ì ... i perimetri di questa serie di triangoli, è all’ infinito : 
2 P 


1 — T 


= P+P Ì +Pi + • ■ 4 P 


Ì>l+Ì>3+2>5 + .-..4P! 

Le aree dei triangoli della prima serie sono rispettivamente: 


è 4 - 


( 9 Y A 
\16/ . 


e la somma di queste aree, decrescenti all’ infinito : 

A 16 . 

-- = T A ‘ 


ì — 


16 


Le aree dei triangoli della seconda serie poi sono : 

'9 \ 2 


4 ' 4 4 


■■(s ) 4 . 


12 


e la loro somma, all’infinito è: A x = — A. 

La somma delle aree di entrambe le serie è dunque: 

16 A 12 A A A 

+ j A = 4A. 

fcfc. Le relazioni del num. 20 ci danno il mezzo di costruire il triangolo di 
cui siano note le mediane. ( l ) 

Se m ll ra 2 , m 3 sono tali mediane, costruiamo il triangolo i cui lati siano rispet* 

2 2 2 

tivamente: ra 2 , m 3 . Le mediane del triangolo cosi costruito sono 

o o 3 

metà dei lati del triangolo domandato. Se invece costruiamo il triangolo i cui lati 
4 4 4 

rispettivamente siano —■ m 1 , m 2 , — m 3 , le mediane di questo triangolo sa- 
o o o 

ranno i lati del triangolo domandato. 

Si può pure costruire il triangolo i cui lati siano rispettivamente il doppio 

della lunghezza delle mediane date. Le mediane di esso sono allora rispettiva- 
3 

mente —- dei lati del triangolo domandato. Osservando poi che il punto comune 


C 1 ) Per maggiore sviluppo veggasi Maesaho, Considerazioni sul triangolo rettilineo . 


Digitized by t^ooole 




105 


alle mediane le divide in due parti di cui una è doppia dell’altra, nei segmenti 
maggiori di queste mediane avremo i lati del triangolo domandato. 

23 . Se pel baricentro G di ABC conduciamo una retta che seghi i tre lati 
BC\ CA , AB rispettivamente in D\ E', F\ ed i punti D' 1 E' ì F' ì sono dallo 
stesso lato ( l ) del punto 6r, è : 

1 11 
GE' + GF' ~ GD’ ' 


Per A conduciamo parallela a BC e che sega D'E'F' in P. Per G con¬ 
duciamo L X M X N X parallela ad AB e che sega 
BC\ CA y AB (fig. 38) in L x , M Xì N x rispetti¬ 
vamente. Si ha : 

L X G = M X G, CM X = 2 ?AM V 

Ma i due triangoli CM X L XÌ AM X N X sono simili, 
per cui è: 

M X L X = 2M X N X e GM X = M X N X . 

Le rette AG , AM X1 AN Xì AF’ formano un fa¬ 
scio armonico i cui raggi sono segati da una 
traversale nei punti 6r, E\ P, F\ Questi quat¬ 
tro punti formano dunque una punteggiata ar¬ 
monica, per cui è: 

1 1 2 1 

GE + GE GP CD' 1 



ossia 


GE 

GP- 


: 2 GD'. 


34. Riesce facile dimostrare le relazioni seguenti riferentesi alle mediane : 
1° a* + 6* + = 12 (AG 2 + BUG 2 + Guf) 

2» a* + ò ? + c 2 = 2 (m a . AG + m„. BG + m c . CG) (*) 

3° aT- + 6* + c 8 = 4 (m a . A'G + m b . B'G + m c . C'G). 


VI. 

Ortocentro e centri isogonici 


I. Le perpendicolari condotte dai vertici del triangolo ABC ai lati opposti con¬ 
corrono in uno stesso punto ( 3 ) H. 

p) Questa proprietà trovasi nell 'Appendice all’Algebra del Mag-Laukin, ohe ha per titolo: Dò 
linearum geometricarum proprietatibue generalibua tractatua t § 98. 

(*) Jacobi, De Triangulorum, eoo., pag. 7. 

(’) Troviamo enunciata questa proposizione ma senza dimostrazione nel 5° dei lemmi attri- 
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1 a Dimostrazione. ( ] ) Pei vertici A, i?, C conduciamo le parallele ai lati BC, 
CA , -41? (fig. 39). Esse formano il triangolo 4^0i. 

Poiché i segmenti AI?!, i?<7 appartengono a rette parallele, e sono compresi fra 
rette parallele, sono ugnali. Per la stessa ragione i due segmenti AC l e BC 
sono uguali. Quindi A è il punto medio di B 1 C 1 . 

Allo stesso modo si può mostrare che B e C sono i punti medi di A l C l e A X B X 
rispettivamente. 

Ma le altezze AX, BY , CZ del triangolo ABC sono pure perpendicolari a B l C lì 

(7 1 A 1 , A l B ì nei loro punti medi ; e sic¬ 
come le perpendicolari ai lati di un 
triangolo nei loro punti medi passano 
per uno stesso punto (IV num. 38), 
cosi le perpendicolari AX, BY, CZ 
passano per uno stesso punto. 

2 a Dimostrazione. ( ? ) Conduciamo le 
perpendicolari AX, BY, CZ e descri¬ 
viamo il triangolo XYZ (fig. .39). 
Poiché i punti A, Z, X, C sono su 

✓N /\ 

di uno stesso cerchio, è: BXZ=BAC. 
Ugualmente per essere i punti A, Y, 
X, B su di uno stesso cerchio, è: 

CXY=*BAC 

Ma è: AXB = AXC, per cui AX biseca XYZ. Per la stessa ragione BY biseca 
XYZ e CZ biseca XZY. 

Ma le bisettrici degli angoli interni di un triangolo s’intersecano in un punto 
(IV, num. 4), quindi le rette AX, BY, CZ s’intersecano in uno stesso punto. 

3* Dimostrazione. Le perpendicolari AX, BY s’intersechino nel punto H (fig. 39). 
Conduciamo CH che prolungata incontra BC in Z. Uniamo X con P. 

Gli angoli AXC, BYC, per la costruzione fatta, sono retti, per cui i punti C, 
X, H, Y appartengono ad uno stesso cerchio. 

Per analogo motivo anche i punti A, X, Y, B appartengono ad uno stesso cer¬ 
chio, Si ha dunque: 

ACX=AXY= ABY. 

/V 

Ma YAZ è comune ai triangoli ACZ e ABY, e quindi è: 

AZC=AYB=* 90°. 

buiti ad Archimede, nonché nella Collezione Matematica di Pappo. VII, 6*2. Abbigohe nel suo Coreo 
di Matematiche , distingue tre oasi. La dimostrazione ohe di questa proposizione si dà nell’edizione 
postuma del Commandiko è errata. 

(i) J. Sbbvois, Soluzioni poco conosciute di rari problemi di Geometria pratica. Una dimostra¬ 
zione analoga trovasi in Gauss ed un'altra nella traduzione tedesca della Geometria di sito fatta 
dallo Schurbacheb, II, 868. 

(*) B. Mòllmann, Archivio di Grunebt; XVII, 376. 



\ / 



Fig. 80. 

hfe risulta cosi: BXZ= CXY. 
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Come si è già detto, il punto H è Vortocentro del triangolo ABC , ed il trian¬ 
golo XYZ ne è il triangolo ortico. 

I triangoli I a lblcì Hch, 7 c J a J, I a IbI determinati dai centri dei quattro cerchi 
tangenti ai tre lati di ABC, hanno lo stesso triangolo ortico di ABC • Essi sono 
i triangoli anti-ortici di ABC . 

L’asse d’omologia di ABC e di uno dei suoi triangoli anti-ortici è perpendicolare 
alla linea dei centri dei circoncerchi (*) dei due triangoli. 

9 . Poiché AX , BY, CZ sono le tre altezze del triangolo ABC , evidente¬ 
mente si ha: 

AY. BZ. CX = AZ . BX . CY == XY. YZ.ZX. 


Dalla fig. 39 poi si vede che i triangoli CBZ, AHZ danno: 

bc 2 \ha 2 =ci2? '.az* 


ossia : 


BC*-bHA*: bc*=CZ 4 + AZ*\ CZ=CA a \CZ 1 


e quindi: 

Si ha ugualmente: 


BC 2 + HA 2 = BC _^ A =4iJ* 
CZ 2 


VA 2 + HB 2 = 4 R*, AB 2 -+ HC 2 = éR* 


e sommando queste tre ultime uguaglianze: 

HA 2 + HB 2 + HC 2 = 12 . — (a* + b* + c*). 

3. Le rette di Simson dei vertici di uno del triangolo XYZ, A'B'C' rispetto 
all’altro triangolo concorrono nel centro V dell’incerchio ( 2 ) di A'B'C'. 

Infatti la retta di Simson del vertice B' rispetto al triangolo XYZ passa pel 
punto medio di XZ ed è parallela a BY, essendo B'Y la bisettrice esterna del¬ 
l’angolo XYZ. 

Se ora X, Y', Z' sono i punti medi di XY, YZ, ZX, e per essi conduciamo delle 
parallele a CZ, B Y, AX rispettivamente, queste s’intersecano nel punto I'. 

Per un noto teorema, e cioè che la retta di Simson di un punto è equidistante 
da questo punto e dall’ortocentro del triangolo, deduciamo che la retta di 
Simson di X rispetto al triangolo A'B'C' è la parallela condotta pel punto me¬ 
dio dell’altezza BY alla retta che unisce il vertice B al circonceutro 0 di ABC. 

4 . Se d a , d b , d c indicano le distanze ( 3 ) dell’ortocentro H dai tre lati di 
ABC, facilmente si ricava: ( 4 ) 


C 1 ) Confr. Vigàbié in Mafhetis , VII. 

(*) Vah Adbel in J faih68Ì8, V. L’incentro V di A'B'Q* è pure baricentro del perimetro di ABC. 
( 8 ) Le distanze dell’ortocentro H dai lati sono inversamente proporzionali ai coseni degli an¬ 
goli opposti : 

11 1 


: de = 


oos A 


1 

eoa B 


cos C 


( 4 ) Pel significato di m a veggansi le notazioni. 
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(m* — 2 ò 2 ) (m* — 2 c 2 ) (m 2 — 2 a 2 ) (m* — 2 c 2 ) 

-8l-’ db== -8À-’ 

j (to 8 — 2 a 2 ) (m 2 — 2 ò 2 ) 

8A 

Ugualmente per le relazioni: 

GH ' 2 = 4 .R 2 — mi*. 

y 

OH 2 = 9.0© 2 = 9 . Ì2 2 — wi 2 . 

5. Per quanto si è detto nella prima dimostrazione nel num. 1, il punto H 
è circoncentro del triangolo AyByCi. Possiamo dunque dire che Vortocentro di 
un triangolo è circoncentro del suo triangolo anticomplementare. 

Considerando invece il triangolo A l B l C l quale triangolo fondamentale, sarà ABC 
il suo triangolo complementare, e quindi possiamo dire che il circoncentro di 
un triangolo è ortocentro del suo triangolo complementare. 

I triangoli HCB , HCA , HAB (fig. 39) hanno per angoli : ( l ) 

BHC = 180° — A, BCH = 90° — A, HBC = 90° — C 

ACH = 90° — A, CHA = 180° — B, HAC = 90° — C 

HBA = 90° — A, BAH = 90° — B, AHB = 180° — C. 

Ciascuno dei triangoli AYZ , BXZ , (7ZF è inversamente simile al triangolo ABC, 
ed il triangolo ortico XYZ ha i lati FZ, ZZ, XY rispettivamente antiparalleli 

/N 

ai lati BC\ CA , AB , rispetto agli angoli A, B, C. 

Gli angoli del triangolo ortico in funzione di quelli del triangolo fondamentale 
poi sono: 

2= 180° —2 A ==£-+- C—A 
Y= 180 u —2 B = A+ C—B 
Z = 180° — 2 C = A -i- B — C. 

6. Sui lati del triangolo ABC, esternamente, descriviamo i triangoli equi¬ 
lateri ACM, BCL , ABN. Le rette AL, BM , CN passano per uno stesso punto 
F, e sono uguali fra di loro. 

Consideriamo i due triangoli BAM] CAN (fig. 40). Essi hanno due lati e l’an¬ 
golo compreso rispettivamente uguali, per cui avranno pure: BM = CN. 

Per identica ragione risulterà : CN = AL. é 

Supponiamo ora che le rette BM e CN s’incontrino in F Condotte AV e VL 
poiché è : VBA = VNA, sarà il punto F sul circoncerchio di ABN , e sarà : 
AVB= 120*. 

Allo stesso modo F è sul circoncerchio di CAM , ed è : CVA = 120\ 


(i) Veggaai Mackay, The triangle eoo., I, 1888. 
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Sarà pure: BVC = 120 1 e V sarà sul circoncerchio di BCL. 

È dunque: LVC= LBC = 60°, ed AVL è una linea retta. 

Allo stesso modo se internamente al triangolo ABC descriviamo sui suoi lati i 
triangoli equilateri ACM', ABN', BCL', i segmenti AL', BM', CN' sono uguali 
e concorrono nello stesso punto V'. 

I punti V e V’ sono i centri isogonici (') del triangolo ABC. Essi sono isogonali 
ai centri isodinamici dello stesso trian¬ 
golo. 

Qualora il triangolo ABC sia equila¬ 
tero, il baricentro, l’incentro, il cir¬ 
concentro e l’ortocentro di esso coin¬ 
cidono col punto F 

7 . La somma delle distanze del * 
punto V dai tre vertici del triangolo ^ 

ABC è un minimo . ( 2 ) 

Condotte le A F, B F, (7F, conduciamo 
a queste le perpendicolari nei punti 
A, B e C. Determineremo un triangolo 
D, E , F. Se P è un punto interno a 
quest’ultimo triangolo, indicando con 
P\i P 21 P 3 l 0 sue proiezioni sui lati 
di P), J57, Fy si ha: 

PP, -bPP 2 +PP 3 = AV+BV-hCV. 

Ma è: 

PP x 4-PP 2 +pp 3 <ap+bp+cp 

quindi, ecc. 

8. Determinare nel piano del triangolo ABC il punto V le mi distanze dai 
tre vertici sia un minimo. 

La costruzione seguente è dovuta a Viviani. ( 3 ) 



tiol'l hi nriLZ 6 - V ' 8 °. Q u-f >Ur 0hiamati JW ” <i B emelli - Essi ai corrispondono in nna trasforma- 
none bi-razionalo invertibile studiata da Schoote. 

da ■ De<em *'" or * a punto . le cui distanze da tre punti eia un minimo, fu proposto. 

Steiner Work» i7^T Pr ° POSlt ° ^ quest0 . problema può vedersi : Fermat, Opere, I.pag. 153,- 

Creile - « ’ ’ £. 8 ' 17 ’ Acta Societatie Scientiarum Fennieae; Stobm, Giornale di 

™i D^mTe^T- dÌ J ChUm ™> 1881 ! Atti delVAccad. \dei Lincei, 1886; V,- 

metrìcae Bonnnia t ^4**^r**’ orentla ’ 1669 ’ -Appendice, pag. 144; Cavalebius, Exercitationes Geo- 
fAilàtionof ^ i 16 t 7: ^' SDEMANS ' Archivi0 di Grunert, XXVII; Simpson, The doctrine and ap- 
'L °”'l L , ODdra ' 1760 ; He,h «> Ueber & eterne von krdften, Cleve 1834. Una dime- 
t e “ Pl, °® 6d elegaDt 1 fn data dal1 ’P^f. Peano nei Bulletta ecientiflque de Lebon. 

P f OPO * T0BE,CELLI dopo ohe e * U "‘««o aveva date tre soluzioni. La 
d. • T Vei " a ® TK,KKE (vedi nota prooedente). Altre discussioni, però un po’ meno 

7 ». ..Ti'?™ ET ‘ - T —■* d, d. 
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Ciascuno degli angoli del triangolo ABC sia minore di 120°. Su AB ed AC 
descriviamo un arco di cerchio capace (*) di un angolo di 120°. Questi archi 
intersecano nel punto domandato. 

Thomas Simpson a sua volta dà la costruzione seguente: 

Su 5(7 descriviamo un arco di cerchio capace di un angolo di 120° e completiamo 
il cerchio. Sia Q il punto medio dell’arco BC. Conduciamo AQ : questa interseca 
il cerchio nel punto cercato V. 

9. I punti isogonali dei punti F e F', centri isogonici di ABC', siano V L , 
V 1 . Questi ultimi sono tripolarmente associati rispetto ad ABC e dividono ar¬ 
monicamente il suo circoncerchio. 

Se i triangoli costruiti sui tre lati di ABC anziché equilateri sono simili ad 
uno stesso triangolo afiy avente la stessa orientazione di ABC, i punti Fe F' 
diventano il primo ed il secondo metapolo rispetto ad ABC ed affy. 

I triangoli antipolari di Ve V 1 rispetto ad ABC risolvono il problema : Circo¬ 
scrivere ad un dato triangolo ABC un triangolo direttamente o inversamente simile 
4id un dato triangolo afty e che sia il massimo. 

Quando il triangolo ajfy sia simile al triangolo podario di V rispetto al trian¬ 
golo fondamentale ABC, i punti V e y si corrispondono in due figure tali che ? 
spostando convenientemente una di esse, questa diventi inversa all’altra. 
Essendo L l , M x , N x i vertici esterni ad ABG dei tre triangoli simili ad uno 
stesso triangolo affy, ed L\, M\, N\, di quelli costruiti internamente, i trian¬ 
goli BCL X , CAM 1 , ABN l sono i triangoli annessi esterni, (?) e BCL \, CAM \, 
ABN\ i triangoli annessi interni ad ABC. 

Indichiamo con O l , 0 2 , 0 3 , 0\, 0\, 0' 3 i circoncentri ( 5 ) di questi sei triangoli. 
I cerchi 0 1 , 0 2 , 0 3 e le rette AL, BM X , CN X si segano nello stesso punto F. 
Infatti i due cerchi 0 2 , 0 3 s’intersechino in V. Sarà: 

AVC -j- AM X C = tu, AVB + AMiB = tu 

*e per conseguenza anche: 

B VC + B^C — n. 

Dunque anche O x passa per F. 

Si ha poi: 

A VB + A VL X = (tu — N x ) + BCL l = tu, 

« quindi AV, VL, formano una sola retta. 


(0 Per la costruzione di un segmento di oerohio oapaoe di un angolo dato, reggasi § I, Geo- 
metrografia. 

( 2 ) li Catalah applicò questo termine al caso in cui il triangolo apf è simile al triangolo or- 
tioo di ABC. Il Nbuberg lo ha generalizzato. 

( 3 ) I triangoli OiO*O s , 0\0\0 , l son noti col nome di triangoli di Lionnbt. 
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Ugualmente i cerchi 0 \, 0' 2 , 0' 3 e le rette AL \, si segano nello 

stesso punto (*) F\ 

Indicando con B Xì B 21 B 3 , B \, B\, B\ i secondi estremi dei diametri V0 X . 
F0 2 , F0 3 , V'0\, F'0’ 2 , F'0’ 3 , si vede che i lati dei triangoli B X B 2 B 31 B\B\B\ 
passano rispettivamente per A, B, Ce sono perpendicolari alle rette AV, BV, 
CV, AV\ BV\ CV\ H triangolo B X B 2 B 3 è il triangolo antipodario di F rispetto 
ad ABC ed B\ B\ B\ è quello di F\ 

H punto F è centro d’omotetia di B,B 2 B 3 ed 0 X 0 2 0 3 , e V è centro d’omotetia 
di B\B\B\ e 0\0\0' 3 . Il rapporto di similitudine è uguale a 2. 

La figura formata dal triangolo ABC e dai sei triangoli ad esso annessi è dal 
Neuberg chiamata figura di Torricelli. Come abbiamo visto (num. 6) i punti 
F e F’ diventano i centri isogonici di ABC quando i sei triangoli annessi sono 
equilateri. 

IO. Vogliasi ora costruire il triangolo ABC dati i triangoli (*) L X M X N X affy. 
Supponiamo i punti L X1 M x , N x mobili nel piano del triangolo ABC e sia V x 
il coniugato isogonale di F nel triangolo ABC . Si ha: 

ÀL X . A V l = AN X . AM X = AB . AC 
BM X .BV X = BN X . BL X = BA.BC 
CN X . CV, = CL X . CM, = CB . CA 

Dunque i quattro punti L ,, M x , N X1 V, si corrispondono nelle quattro figure 
che sono a due a due simmetricamente inverse rispetto ad uno dei vertici 

a ,, b, a 

Al triangolo ABC si possono circoscrivere una infinità di triangoli inversa¬ 
mente simili al triangolo ajfy ed il luogo dei loro vertici sono i tre cerchi O x , 
0 2 , 0 3 . Il punto F è omologo a sè stesso in una qualunque delle coppie di tali 
triangoli. Il massimo di essi triangoli è B X B 2 B 3 ed il minimo ha i lati che 
hanno direzioni analoghe alle rette VA, VB , VC\ e si riduce al punto F. ( 3 ) 
Ugualmente è possibile circoscrivere ad ABC una infinità di triangoli inversa¬ 
mente simili ad ajfy: i loro vertici sono sui cerchi 0 \, O f 2 , 0’ 3 ed è F uno dei 
centri di similitudine di questi triangoli. 

11 triangolo B\B\B' 3 è il massimo in questa serie, ed il triangolo minimo ha 
i suoi lati nelle direzioni stesse delle rette FM, V'B , V'C. 


(*) Le coordinate baricentriche di V, V' sono inversamente proporzionali alle quantità: 
cotg A ± cotg «, ootg B ± cotg (S, cotg C ± ootg y. 

(*) Il problema riferentesi al oaso in cui a3Y è equilatero, fu proposto da Lemoine, Nouvelles 
Ann al 63 , 1830. Il Neubeho ne propone il oaso più generale, Wiékundige Oposaven , II. Il Gob os¬ 
serva ohe i triangoli ABC, L 1 M 1 N , l sono triangoli podari dello stesso punto V rispetto al trian¬ 
golo B x BtBi e all’antioomplementare di quest’ultimo, eioò al triangolo ohe ha per lati LiB lt 
M X B%, N*B % . La soluzione che se ne dà è del Neuberg. 

(*) Veggasi Neuberg, Sur lee proiect et contre-proiect , eie., Bruxelles, 1890. 
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fi. Determinare il massimo triangolo equilatero (*) che pub circoscriversi ad 
un dato triangolo ABC. 

Su AB ed AC descriviamo segmenti di cerchio capaci di un angolo di 60°. Siano 
T ed S i loro centri. Conduciamo TS e per A conduciamo EF parallela ad 
ST. Le rette EC, FB s’intersecano in un punto D ed il triangolo DEF è il 
richiesto. 


13. Il triangolo ortico XYZ è il triangolo di perimetro ( ) minimo che possa 
inscriversi nel triangolo ABC. 

Prolunghiamo XY da ambo i lati ( 3 ) e pigliamo: ZX x — ZX, YX 2 = YX. 

La retta X x X 2 avrà una lunghezza uguale a quella del perimetro del triangolo 
ABC. Uniamo poi B con X x e C con X 2 (fig. 41). 

Dall’uguaglianza degli angoli XZB , 
AXZ, X x YB risulta la congruenza 
dei triangoli XZB, X x ZB. 

Allo stesso modo si deduce quella 
dei triangoli XYC, X 2 YC. 

Sia ora DEF un altro triangolo 
inscritto in ABC. Su BX x piglia¬ 
mo ancora BD X = BD e su CX 2 
pigliamo CD 2 = CD. Conduciamo 
FD X ed ED 2 . È facile dimostrare 
che sarà FD X = FD , ED 2 = ED. Dunque D X EFD 2 è il perimetro del trian¬ 
golo DEF. 

Non essendo i punti D x , E, F, D 2 su di una stessa linea retta, conduciamo 
D x D 2 ed uniamo A con X e con D , X x , D x , X 2 , D 2 successivamente. I trian¬ 
goli AX x X 21 AD x D 2 sono isosceli per essere i segmenti AD Xì AX Xì AD , AD 2 
AX 2 fra di loro uguali. In tali triangoli si ha poi: 

X x AX 2 = 2 . BAC 7 D x AD 2 = 2 . BAC. 



Questi due triangoli sono quindi anche simili. 

Ora essendo AX C AD sarà AX x < AD, per cui è X x X 2 C D X D 2 ed a maggior 
ragione ; X x X 2 < D X FED 2 . 

Se ABC è rettangolo in A , allora essendo Y e Z coincidenti nel vertice A , 
sarà X x X 2 = 2 . AX e D x D t = AD, e tanto X x X 2 che D X D 2 passano pel vertice A. 
Se ABC è ottusangolo in A, i punti Y e Z cadranno esternamente e sarà: 

x x x 2 = ir-f xz— yz, 


e nella precedente dimostrazione si dovrà ritenere YZ negativo. 


(‘) Questo problema in forma numerica fu proposto nel 1755 da Tu. Moss. In forma generale 
fu poi risolto da Rochat e Vecten. 

(*) De Tu8chis a Faqhano in Nova Acta Eruditorum, pag. 296. 

( 8 ) Marsano, Contiderazioni sul triangolo rettilineo, Genova, 1804, pag. 18-19. 
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Se nella figura precedente conduciamo XX x a segare AB in P eà XX 2 a segare 
AC in Q, sarà PQ una lunghezza uguale al semiperimetro (*) di XYZ. 

Essendo P il punto medio di XX l e Q il punto medio di XX 2ì sarà: 

PQ=ÌZ 1 Z S , 


e poiché abbiamo mostrato che X x X 2 è uguale alla lunghezza del perimetro di 

XYZy sarà -ì X x X 2 uguale alla lunghezza del semiperimetro stesso. 

2 

Osserviamo ancora che P e Q sono i piedi delle perpendicolari calate da X su 
AB e AG . 

13 . Se indichiamo con s la somma delle distanze del punto V dai vertici 
del triangolo ( 2 ) ABC Ì è : 

, Tr 1 ò 2 -bc 2 — 2 a 2 
AV=-s-\ -—- 

PF=I 8 + i Ì + a2 - 262 

ó 


CV= T s + 


3 s 

a 1 4 - ò 2 — 2 c ! 

3l 


CV.BV-h CV.AV-h AV.BV= 


4 A 


AV 2 + BV 2 + CV 2 = 


V 3 

a 2 + ò 2 + c 2 2 A 

2 yf 


AV-+-BV+CV = \J (a 2 + è 2 4- c*) -H 2 A V 3 • 


Le distanze del baricentro 6r dai due punti Fe F' sono: 

<?F= 4- AL', GV' = \ AL. 

O u 

E infatti : 

3 0F a = (J ? 2 + W 2 + CT 2 ) — (l © 2 + + ^ 8 ) 

I/o ov 1 àbc I/o 

= Y (« ! + 6 * + c 2 )- - • - 3 - (a 2 + ò 2 + c 2 ) 

1/0 ,0 ON 1 1 i __ | 

e». 


(») Luuilibb, Élém. d’Analyse , pag. 281. La dimostrazione è però dovuta a Feuerbach. 

(*) De Fu88) Da minimia quibuadam geometrici ope principi atatici inventi. Memoria dell’Ac¬ 
cademia delle Scienze di Pietroburgo, (1796). 
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Se G' è il baricentro del triangolo OVV\ è: GG t = i R. È infatti: 

o 

3 GG' = ( GÒ 2 + tfF 2 4- GF ,a ) — (G^ a 4- cFf 2 4- Cf'F' 2 ) 

= 12* — 4 - (o? 2 4- CTp 2 4- FF a ) 

o 

= fi 3 — -| u* 

o 



L’area A' del triangolo OFF' ha per espressione: 

1 (6* — c») (c* — a*) (a 2 — 6») 

A y ~3 ' (ò* — c 2 ) 2 4- (c* — a 2 ) 2 4- (a* — è 2 ) 2 ‘ 


Indicando con Q il punto medio di HG, si ha: 


QV=GO. 


GV 


QF’ 


= GO. 


GV' 
GV ' 


Completiamo il parallelogrammo determinato dai tre punti H, F, F' e ne sia 
II' il quarto punto. È: OH' = 12. 

Prolungando il segmento GH' ad incontrare il circoncerchio in H", è: 


Infatti, dall’essere: 


GH" 


GV. GV' 
GO 


GH '. GH" = R* — GO* = GV+ GV' 


ne segue: 


GH" — 


GV* G F' 2 
GH' 


GV.GV' 

GO 


14 . Condotto il segmento Crii, su di esso come diametro descriviamo un 
cerchio. Esso intersechi le altezze nei punti a n Cj e le mediane nei punti 
a 2 , b 2 , c 2 . Indichiamo con a 19 i punti d’intersezione dei lati omologhi 

dei due triangoli ABC, XYZ (fig. 42). 

Pei punti <z 1 , y x passano pure rispettivamente le rette Ha % , Hb i} Hc % . 

Se infatti con AH quale diametro descriviamo un cerchio, questo passerà per 
Y, Z e a % , e le tangenti in V e Z concorreranno in A, giacché è: 

BYA' = YBA = HAY. 

Dunque Aa 2 resta divisa armonicamente da A e dalla sua polare YZ ; e poiché 
AH è divisa allo stesso modo da X e FZ, le rette BC, YZ, Ha 2 concorrono nello 
stesso punto <x 1 . 
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I segmenti YZ e Ha % sono corde di uno stesso cerchio. Ugualmente dicasi di 
YZ e BC. Dunque: 

oc^H . GCj&g = ct,±Z . oq Y —- qc y B . ctjCl 

H punto a! ha dunque uguali potenze rispetto ai circoncerchi dei due triangoli 
ABC e XYZ e al cerchio di diametro HG. Dunque, poiché anche ^ e go¬ 
dono evidentemente della 
stessa proprietà, la retta 
a i$iYi è l’asse radicale del 
circoncerchio, del cerchio 
dei nove punti e del cer¬ 
chio di diametro HG. 

II cerchio d’Apollonio di 
‘diametro DD', cioè che 

ha per diametro il seg¬ 
mento che unisce il piede 
della bisettrice interna a 
quello della bisettrice e- 
sterna dell’angolo A passa 
pur esso per a 2 . 

Infatti, il lato BC divi¬ 
de armonicamente DD' e 
A y B ed è tangente al circoncerchio di ABa 2 , per cui è: 

ATB* = A’D . A'D' = A'a%. A'A. 

15. IJortocentro ed i vertici del triangolo ABC sono incentro ed excentri del 
suo triangolo ortico. 

Infatti, il punto H è evidentemente incentro di XYZ (fig. 39). 

Ora essendo BC, CA, AB rispettivamente perpendicolari ad AX, B Y , CZ, saranno 
BC, CA, AB le bisettrici degli angoli interni del triangolo XYZ . Dunque A, 
B, C sono excentri del triangolo XYZ . 

16 . Se dai punti medi dei lati del triangolo XYZ conduciamo le perpendi¬ 
colari ai lati corrispondenti di ABC, tali perpendicolari concorrono (*) in un 
punto. 

Siano X', Y', Z' i punti medi dei lati del triangolo XYZ. I triangoli XYZ, 
X'Y'Z' sono simili ma con disposizione inversa, per cui le perpendicolari del 
secondo sono bisettrici del primo e concorrono quindi nell’incentro di X'Y'Z\ 

17 . Prolunghiamo le tre altezze del triangolo ABC ad incontrare il circon- 



(i) E. Lue as, Nouv . Oorreap. Math ., II, pag. 95 e 218. 


Digitized by t^ooQle 



116 


cerchio in R, 8, T. I due triangoli XYZ e I?#F sono simili e similmente di¬ 
sposti, hanno l’ortocentro H per centro d’omotetia ed è 2 *. 1 il rapporto di simi¬ 
litudine. 

Osserviamo infatti (fig. 43) che X, Y, Z vengono ad essere i punti [medi dei 
segmenti HR, HS, HT rispettivamente, per cui i lati di XYZ sono paralleli a 
quelli di RST ed uguali alla metà di essi. 

Il circoncerchio di ABC è circoncerchio di HCB, HCA, HBA 1 poiché HCB 
è congruente con RCB, ed il circoncerchio di RCB è circoncerchio di ABC. 

18 . Indicando con D e D' i punti d’incontro di BC con RT ed R8 , con 
E, E' quelli di AC con 8R ed ST , con F, F ’ quelli 
di AB con Ftf e Fi?, le figure HDRD\ HE8E\ HFTF f 
sono rombi, e le terne dei punti DHE\ D'HF\ EHF\ 
E'1)H, FHD' sono terne di punti collineari. 

Essendo HR bisecata perpendicolarmente da DB\ sa¬ 
rà : HD = RB, HD' = RD'. Ma XF, XZ formano 
angoli uguali con fiC e le RS , RT sono rispettiva¬ 
mente parallele ad XF, XZ, per cui è: RD = RD' ed 
HDRD' è un rombo. 

Essendo poi DH parallela ad RD 1 ed HE' parallela ad 
ES, i punti D, H, E 1 sono collineari. 

19. Proiettando X su in X t e su iC in I 2 ; F su BC in F 2 e su BA 
in F 2 ; Z su CA in Z x e su BC in Z 2 , è: 

a 5 . XX^z + b 2 . YY l F 2 + c 2 . ZZ& = iX . 

R 

Essendo O a , O bl O c i circoncentri dei triangoli HCB, HCA, HAB rispetti¬ 
vamente, il triangolo O a O b O c ha II per circoncentro ed 0 per ortocentro. 

20. Se U, V, W sono i punti medi dei segmenti AH, BH, CH t tali punti 
sono ortocentri dei triangoli AC'B', BC'A\ CAB 1 rispettivamente. 

Se infatti da B' conduciamo la perpendicolare ad AC ] , essa riesce parallela a 
CH ; e poiché J3 1 è punto medio di A C, tal perpendicolare passa pel punto medio 
AH, cioè per U, ed AU è perpendicolare a C'B '. 

Il punto H, ortocentro di ABC, è pure ortocentro di UVW. Esso è poi orto¬ 
centro del numero infinito di triangoli che possono inscriversi nel circoncerchio 
di ABC. 

21 . Le rette che uniscono il circoncentro ai vertici di un triangolo sono 
perpendicolari ai lati del triangolo ortico del primo, e le rette che uniscono Vor¬ 
tocentro ai vertici sono perpendicolari ai lati del triangolo complementare, e reci¬ 
procamente. 

La OA incontri FZ in X'. Da 0 conduciamo 0B } perpendicolare su CA e da 
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B' conduciamo B'C' parallela a BC (fig. 43). Sarà B' il punto medio di CA e 
B'C' un lato del triangolo complementare. È dunque: 

AOB' = ABC = A YX' e AX'Y=AB'0 = 90°. 

La HA è dunque perpendicolare a B'C'. 

99 . Ogni antiparallela ai lati di un triangolo rispetto al vertice opposto è 
perpendicolare alla retta che unisce 
il circoncentro a quel vertice ; ed 
ogni parallela ai lati è perpendico¬ 
lare alla retta che unisce l’ortocentro 
al vertice opposto. 

Sul prolungamento dell’altezza BY 
(fig. 44) pigliamo B X Y = BY, e sul 
prolungamento dell’ altezza CZ pi¬ 
gliamo C X Z = CZ : conduciamo poi 
AB X ed AC X . 

Essendo ciascuno degli angoli B X AY, 

C i AZ uguale ad A, è B.AC, = 3 AL Ma C' ed Y sono i punti medi di BA e 
BB X , per cui CT è parallela ad AB. 

Ugualmente B'Z è parallela ad AC\, e quindi l’angolo formato da B'Z e C'Y 
è uguale all’angolo formato da AB X e AC X . 

Dalla figura stessa poi si vede che l’angolo in A è 
triplo dell’angolo formato da B'Z e C'Y; che l’an¬ 
golo in B è triplo dell’angolo formato da C'X e A'Z 
e che l’angolo in C è triplo dell’angolo formato 
da i'7e j5'I 

23 . Su ciascuno dei lati di un triangolo ABC 
quale diagonale, costruiamo due •parallelogrammi , 
uno col vertice nell'angolo opposto del triangolo e 
Valtro col vertice nel centro del circoncerchio . La 
retta che unisce gli altri vertici di queste tre coppie 
di parallelogrammi passa per Vortocentro. 

1 a Dimostrazione . Siano A' e B' i vertici op¬ 
posti ad 0 ed A nei parallelogrammi di cui BC è 
diagonale comune (fig. 45). 





Fig. 45. 


Essendo BBC supplemento di A, sarà pure supplemento di A\ Dunque il punto 
H è sul circoncerchio di A'BC. Ma l’angolo A'BH è retto, quindi A'H è un 
diametro passante per A'BC, cioè A'H passa per B'. 

2 * Dimostrazione . Conduciamo AA X parallelamente a BC (fig. 45), e tiriamo 
A x O che prolungata incontra il circoncerchio in R . La AR incontra BC in X. 
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essa risulta perpendicolare a BC, e se immaginiamo l’intera figura proiettata su 
BC, i punti A, ed 0 si proiettano nei vertici dei due parallelogrammi che hanno 
BC per diagonale. Dunque la retta che unisce questi due vertici incontra AX 

in H, proiezione di B . Ma poiché è : 

BHC= BBC = 180° — BAC, 

sarà H l’ortocentro di ABC, e quindi 
la retta che unisce i due vertici del 
parallelogrammo costruito su B C/qua¬ 
le diagonale passa per l’ortocentro. 

24 . Se per A, B, C conducia¬ 
mo le rette AC„ BA„ CB, formanti 
angoli uguali rispettivamente con 
HA, HB, HC\ formiamo un triangolo 
A l B 1 C l simile al triangolo fonda- 
mentale ABC e che ha l’ortocentro 
H di questo per circoncentro. ( l ) 

Gli angoli ACB l e HBA l sono 
uguali ed i punti H, C, A,, B sono su di uno stesso cerchio, per cui è (fig. 46) 

A, = 180° — BHC= A. 

Ugualmente risultano uguali gli angoli B e B x , Ce C,. 

Conduciamo ora B,H e C,H. Dalla figura risulta l’angolo ACH uguale tanto ad 
ABH che ad AB,H, e l’angolo ABH a sua volta uguale all’angolo AC,H. Dun¬ 
que l’angolo AB,H. è uguale all’angolo AC,H, e quindi ne risulta: 

HB, = HC ,. 



Con considerazioni analoghe si mostra che è : 

HC l = HA,, 

e quindi che è : 

HA, — HB, = HC ,. 

H punto H è dunque equidistante dai punti A„ B„ C, e quindi è circoncentro 
del triangolo da essi determinato. 

Come abbiamo già visto il triangolo A,B,C, è anticomplementare di ABC ed i 
suoi lati sono rispettivamente paralleli ai lati di questo. 

95. Dato il triangolo ABC circoscrivere ad esso il triangolo simile ad un 
triangolo dato aj3y, e che sia il più grande ( 2 ) possibile (veggasi num. 9). 

Sui lati CA e CB descriviamo esternamente i segmenti CEA, CDB capaci di 

--- 

p) Jacobi, De triangulorum etc ., pag. 84. 

(*) Tanto questo ohe il problema seguente trovane! discussi negli Elementi di analisi di Lhui- 
Liibr a pag. 952-355. Veggasi in proposito The triangle eco. di Mackat, Proceedings of thè Math . 
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angoli uguali a p e y. Tali segmenti s’intersechino in un punto P. Condotta 
per C la DE perpendicolarmente a PC\ se le rette DB ed E A s’intersecano in 
un punto F, sarà DEF il triangolo domandato. 

Inscrivere nel triangolo ABC il triangolo simile al dato triangolo oqj^Yi, e che 
sia il più piccolo possibile . 

Al triangolo dato oqj^Yi circoscriviamo il triangolo abc, simile ad ABC e che 
sia il più grande possibile. Seghiamo poi mediante una traversale i lati di ABC 
nei punti D, E, F allo stesso modo che quelli di àbc sono segati in (X, x , j3j, Yi • 
Sarà DEF il triangolo domandato. 

*6. I due triangoli ABC, A'B'C' siano l’uno circoscritto e l’altro inscritto 
allo stesso triangolo DEF in modo che i lati dell’uno siano rispettivamente pa¬ 
ralleli ai lati dell’altro. L’area del triangolo DEF è allora media proporzionale ( 2 ) 
fra le aree dei due triangoli ABC q d A'B'C'. 

Le rette AB', AC' seghino BC in P e Q 
(fig. 47). Conduciamo per A' la A'A" paral¬ 
lela a B'C' od a BC, il che è lo stesso, per 
quanto si è detto nel numero precedente. 

Tal parallela incontri AC' in A". Condu¬ 
ciamo ancora le rette A"B', AA', B'Q. I 
triangoli A'C'E, A'B'F, B'C'D saranno ri¬ 
spettivamente uguali ai triangoli A A ' C', 

A'B'A, B'C'Q, e quindi è: DEF = AB'Q, 
ed A'B'C' = AA"B'C'. Ma si ha pure : 

A"B'C' : AB'Q = A"C' \ AQ, 
nella qual proporzione il secondo rapporto 
è quello delle altezze dei triangoli simili 
A'B'C' ed ABC. Quindi si ha: 

A"C\AQ = B'C'\BC 

cioè: 

A"B'Q ; APQ = B'C' ; BC. 

Allo stesso modo si ha: 

AB'Q ; APQ = AB' : AP= B'C' \ PQ 



Soc. of Edinburgh , 18®. — Riesce interessante confrontare questi due enunciati ool 26° Lemma del 
1 ° libro della Philosophiae Naturalis principia Mathematica di Newton, che è il seguente : Trian- 
guli specie et magnitudine dati tree angulos ad rectas totidem posinone datai quae non sunt omnes 
paraUelae,singulos ad singulat ponete . Ad esso fa seguito questo corollario: Hinc recta ducipotest 
cujus partes longitudine datai nctii tribui positions dati» interjacebunt. Ognuno di questi due 
problemi ammette sei soluzioni, come dimostra Rochat. 

( 8 ) Se ad un triangolo T ne i circoscritto un altro T' f a questo un altro T M coi lati rispettiva - 
mente par aitili a quelli di T 1 : a T' 1 ancora un altro T m coi lati paralleli a quelli di T\ e così via, 
i triangoli T, T\ T M , T’ . formano una progressione geometrica e sono a due a due simili. — 
Questo ^teorema è dato da Sochat db Saibt-Brieux negli Annali di Qergonne. La dimostrazione 
A di Léon Anne, Nouv. Annales, III. 
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ed anche: 


apq\abc=pq:bc, 


per cui: 

Abbiamo dunque: 
ossia : 


AB'Q *. ABC = B'C' ; BC. 
A"B'C' I AB'Q = AB'Q : ABC 


A'B'C' ! DEF = DEF \ ABC\ 


ai. Uniamo i punti di contatto dell’incerchio del triangolo ABC: otteniamo 
il triangolo DEF di cui è H l’ortocentro e di cui è X'Y'Z' il triangolo ortico. 
Essendo fra di loro uguali gli angoli BDF , DEF, DY'Z', le rette X'Y', Y'Z', 
Z'X 1 sono rispettivamente parallele ad AB , BC\ CA, per cui, pel numero pre¬ 
cedente, possiamo stabilire la proporzione: 

ABC : DEF = DEF \ X'Y'Z' 


A 


cioè (fig. 48) il triangolo che ha per vertici i punti di contatto dell’incerchio 

di un altro triangolo ABC è medio proporzionale 
fra il proprio triangolo ortico ed il triangolo ABC\ 
Se ai precedenti triangoli associamo il triangolo 
formato dalle rette^che uniscono gli excentri, pos¬ 
siamo vedere che i triangoli I a I b I c , ABC, DEF , 

X'Y'Z', _formano una progressione geometrica. 

Dalla stessa fig. 48 poi vediamo che chiamando 
H t , H 9 , H z i rispettivi ortocentri dei triangoli 
AEF, BFD, CDE, il triangolo è con¬ 

gruo ed oppostamente situato rispetto al triangolo 
DEF . 



Se H\, H' 2 , H' 3 sono i rispettivi ortocentri dei triangoli BCl a , CAI b , ABI C , 
il triangolo H' l E' 2 H' z è congruo col triangolo ABC ed i suoi lati sono rispet¬ 
tivamente paralleli ai lati di quest’ultimo. 

L’intersezione delle rette AH' X , BH' 2ì CH' Z determina il centro radicale dei 
tre cerchi I a , I b , I c e tal centro è nel punto medio di quelle tre rette. 

I lati del triangolo H' l H' 2 H' 3 sono bisecati dagli assi radicali dei cerchi i cui 
centri sono I a , I b , / c . 

28. Nella fig. 40 applicando al quadrilatero VBLC il teorema di Tolomeo, 
si ha: 

LF. BC = BV. LC + CV.LB 

cioè : 


per cui: 


LV.BC = BV.BC+ CV.BC 


LV = BV. CK 
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Allo stesso modo si avrebbe : 


MV= CV. AV, NV=AV.BV 

Si ha inoltre: 

IL 2 + AL' 2 = BM 2 + ~BM' % = UN 2 + UW' 2 
= a* -f- ò 2 + c* 


Infatti, condotta LL\ essa biseca BC ad angolo retto in A\ per cui è: 

AL 2 • AL' 2 = 2 . AA' 2 + 2. I\L 2 = 2. ZZ ,2 + 6 . A r B 2 
= 2 . AA’ 2 + 2 . AB 8 + 4 . AB 2 
= AB 2 + AC 2 + ~BC 2 - 


29. E facile verificare i valori (*) seguenti (fig. 40) : 

1 


All — AL' 2 = 4AV3=-4-V3 - °bc 

K 

H 2 = -i- (a 5 -f 6 * + c 2 + i V3. abcj 

AL’ 2 = Y («* + ft * + c 5 — V 3. aòcj 


Si ha poi ancora: 


AL 2 • AL ' 2 = (a* — 6 *) (a 2 — c*) -f- (ò 2 — c 2 ) 2 

. T . T _ ò 2 -r c 2 — a 2 aòc 

AL . A V =--- 


AL'. AV = 


ò 2 -+■ c 2 — a 2 


2E\ / 3 

abc 


dalle quali ultime si ha: 


2 i?Va 

(a 2 — ò 2 ) (a 2 — c 2 ) 


3F g = — (c 2 + ò 2 a*ì -4 (a , -6*)(ffl , -c«) AI/ 

3 { + (a 2 —ò 2 )(a 2 —c 2 ) + (& 2 —c 2 ) 2 3 

AV' 2 = — (b * + (« 2 -& 2 )0*-c 2 ) 

3 ^ } + (a 2 — ò 2 ) (a* — c 2 ) + (6* — c 2 ) 2 3 


30* Tl circoncentro , iZ baricentro e Vortocentro del triangolo ABC sono sm di 
ima stessa retta , e Za distanza fra il baricentro e Vortocentro è doppia della distan¬ 
za fra U circoncentro ed il baricentro . ( 2 ) 

Dimostrazione . Le perpendicolari a BC e CA condotte pei loro punti 


(V Hbihbn, in XJeber sy eterne voti Krdften dà per AL ed AV i valori seguenti: 

IL* = a* + 6* - 2 ab oos (<7+0O°) 

JZ7* = a* -}- 6* - 2 ab oos (C - 60°). 

(*) Questa proprietà fu data e dimostrata da Eulebo nel 1765. Vegg. Novi commentarli Acad. 
Petrop., XI, 114. Questa prima dimostrazione è data da Cabnot, Géom . de poeition, V, 181. 
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medi A' e B' si intersechino in 0, circoncentro di ABC\ e le perpendicolari 
AX, BY s’incontrino in 77, ortocentro dello stesso triangolo (fig. 49). 

Le OH e A A 1 s’intersechino in G baricentro di ABC. 

Conduciamo la A'B'. I triangoli HAB, OA'B' i cui lati sono rispettivamente 

perpendicolari, sono simili, per cui è: 

HA : OA' = AB : A'B' = 2:1. 
Ugualmente i triangoli HAG> OA'G essendo 
simili danno: 

HG'.0G = HA\ OA' = 2 ; 1, 

cioè la retta AA' sega OH in un punto G 
£ tale che : 

HG = 2 . OG. 

Dunque anche le mediane condotte da B e 
C segano OH in un punto G tale che si ve- 
Fig. 49 . rifica la precedente relazione, per cui H , G, 

0 sono collineari. 

2 ft Dimostrazione. (*) Sia AA' la mediana condotta dal vertice A del triangolo 
ABC di cui G è baricentro ed 0 circoncentro. La perpendicolare AX su BC in¬ 
contri OG in H (fig. 49). 

I triangoli HAG, OA'G essendo simili, danno: 

hg\og=ag\A'G = 2 : 1 , 

cioè AX sega OG prolungata in un punto H tale che : HG = 2 . OG. 

Lo stesso succede per le perpendicolari che da B e C si conducono ad A C ed 
AB rispettivamente. 

Dunque H è l’ortocentro di ABC ed i tre punti 77, 0, G sono collineari. 

3* Dimostrazione . Determinato il circoncentro e l’ortocentro, la mediana AA' 
incontri OH in un punto G. Sia U il punto medio di AH, V quello di BH t 
P quello di AG e Q quello di HG (fig. 49). 

Condotte le rette A'B', UV, PQ, risulta A'B' parallela ad AB, UV parallela an- 
ch’essa ad AB e quindi A'B' parallela ad UV. Essendo inoltre: 

A'B' = AB, UV = 7- AB, sarà: A'B'=UV. 

2t A 

Allo stesso modo essendo OA' ed UH entrambe perpendicolari a BC, saranno 
fra di loro parallele, come pure lo saranno OB' ed HV. 

I triangoli A'B'O, HUV sono dunque equiangoli, ed avendo inoltre: A'B' = UV y 

sono congruenti. È dunque : OA' = HU = AH. La PQ è parallela ad AH 

2 

(V Questa dimostrazione è del Mackat. 
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ed uguale alla metà di AH, per cui PQ è uguale e parallela ad 0A\ I trian¬ 
goli A'GO, PGQ sono anch’essi congruenti, cioè è: A'G = PG = -ì- AG. Quindi 

1 2 

6r è baricentro del triangolo ABC ed è: OG — QG = — HG. 

2 

Come si è già detto la retta HGO è chiamata retta di Eulero. ( a ) 

31. H triangolo A,B,C, sia formato dalle tangenti nei punti A, B e C al 
circoncerchio di ABC. Il circoncerchio di XYZ, cioè 0' è evidentemente sulla 
retta OH, e poiché A 1 B l C l ed XYZ sono omotetici, il punto O i , circoncentro 
di A l B l C l è omologo di 0'. Ma O è su OH, per cui anche 0, è su OH. Si 
può dunque dire che il circoncentro del triangolo formato dalle tangenti al cir¬ 
concerchio di ABC condotte pei vertici di esso è sulla retta d’EuLERO di ABC L 
Indicando con P il punto d’intersezione delle rette XA,, YB,, ZC 1 che uni¬ 
scono i vertici omologhi dei due triangoli omotetici XYZ, A,B,C, la posizione 
di 0 , è individuata dalle uguaglianze: 

PH PO' PO — PH HO 
PO ~ PO, ~ PO, —PO “ HO, 

e di più si vede che il punto P appartiene alla retta d’EuLERO del triangolo* 
fondamentale ABC. 

Prolunghiamo le tre altezze OX, OY, OZ ad incontrare il circoncerchio di ABC 
in A 2 , B 2 , C 2 rispettivamente. Il triangolo A 2 B 2 C 2 è anch’esso omotetico ad 
A,B,C, ed i punti H ed 0 sono punti omologhi in questi due triangoli, per cui 
le rette A,A 2 , B,B 2 , C,C 2 concorrono anch’essé in un punto P della retta di 
Eulero di ABC. 

Se consideriamo il triangolo A 2 B 2 C 2 quale triangolo fondamentale dell’ intera 
figura, si può dire : ( 2 ) 

se pei punti in cui le bisettrici interne di un triangolo acutangolo T in¬ 
tersecano il circoncerchio conduciamo le tangenti a questo, otteniamo il trian¬ 
golo T,; operando allo stesso modo su T, si ha il triangolo 1\, ecc. I circon¬ 
centri di T, T t , T 2 ,... ed il centro d’omotetia di una coppia qualunque di tali 
triangoli sono su di una stessa linea retta. 

Da quanto precede risulta una costruzione molto semplice della retta d’Eu¬ 
LERO del triangolo ABC. 

Determiniamo i vertici A,, B,, C, del triangolo tangente al suo circoncerchio 
nei punti A, B e C, nonché i punti d’intersezione A 2 , B 2 , C 2 delle sue tre al¬ 
io La sua equazione in coordinate normali (veggasi oap. altimo) è: 

x (6* — c*) eoe A -f y (c* — a 8 ) oos B + z (a 8 — 6 8 ) oos 0=0 

oppure : 

x sen 2 A sen (B — O) y sen 2 B sen (0— A) + z sen 2 C sen (A — B)= O 
•d in coordinate barioentriohe : 

a oob A sen (B — 0) -f 0 oob B Ben (0 — .4) + y cos C sen (A — B) = 0. 

(*) Gob, Mem, de la Soc. de Lilge ì XVI. 
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tezze col circoncerchio stesso. Le rette A x X, B X Y, C Y Z concorrono in un punto 
P: le rette A X A 2 , B l B 21 C x C t concorrono anch’esse in un punto P': i due punti 
P e P' determinano la retta d’EuLERO del triangolo ABC. 

Si vede dalla costruzione precedente che se uno degli angoli del triangolo 
ABC\ ad esempio A, è di 60° o 120°, la retta d’EuLERO di esso forma cogli al¬ 
tri due lati AB e AC un triangolo isoscele. 

32 . Conducendo dall’incentro e dagli excentri di ABC Ile perpendicolari 
ei lati, si ottengono dodici rette che a tre a tre s’incontrano in quattro punti 
che sono i circoncentri dei triangoli I a IbL, Hch, Iella, hh! 

Le quattro teme di rette sono: 

(/«A, , W ; (ZA icEs , W ; 

(4A, IE, I a F) ; (I b D c , I a E IF ); 

Per la definizione data di triangoli ortologici, il triangolo AB C è ortologico con 
ciascuno dei triangoli : 

lalblc > IIclb, Iella, Iblal 
ed i rispettivi centri d’ortologia sono : 

I, Cq | ijj, Og, I b , Oj | Iq , Oj. 

Questi quattro triangoli hanno per rette d’EuLERO le rette determinate da queste 
coppie di punti, ed il circoncentro Odi ABC b punto medio di ciascuna di esse. ( l ) 
Essendo G 0 , G x , G 2 , G 3 i rispettivi baricentri di questi quattro triangoli, sarà 
G 0 su I0 0 j G x su I a O a , ecc. Sarà inoltre: 

GJ = 2 G 0 0 0 , G x I a = 2 G 0 O a , ecc. 

Le rette IG 0 , I a G l , I b G 2 , I C G Z s’intersecano nel punto 0, ed è: 

01=3. OG 0 , 0I a = 3.0G lì 0l b = 3.0G 2 , 0I C = 3.0G Z . 

Le figure I b I c O b O c , I c Ia0 0 O a , I a I b O a O b sono parallelogrammi ed hanno rispet¬ 
tivamente per area: 

2 R (b + c), 2fi(c+a), 2 P (a+ò). 

La figura I a 0 0 I b O a I 0 O b è un esagono equilatero; i lati opposti sono uguali al 
diametro del circoncerchio di ABC ; i suoi angoli sono supplementi degli angoli 
del triangolo ABC e la sua area è uguale alla somma delle aree dei due trian¬ 
goli I a I b I OÌ O a O b O c , cioè essa è uguale a 4. Rp. 

33 . La somma delle distanze del circoncentro dai lati di un triangolo è uguale 
alla somma dei raggi dell 7 incerchio e del circoncerchio, e la somma delle distanze 
dell 1 ortocentro dai vertici è uguale, alla somma dei diametri dell 1 incerchio e del cir¬ 
concerchio. (') 


(*) Veggasi Mackay, Proceedings of thè Edinb. Math. Soc., 1883. 

( l ) Questa proposizione è data da Carnot, Oeom. de posit § 137. La dimostrazione è del L*- 
moine, Journ. de math. élém ., 2* serie, IV, 
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Per V incentro I conduciamo una parallela ad AC che seghi OB' in un punte 
K (fig. 50). Per K conduciamo una parallela ad IC che seghi OA' in L e BC 
in N: da N conduciamo NM perpendicolare ad AC e che sega OA } in M. 
Poiché KN è parallela alla biset¬ 


trice dell’angolo ACB, è: 

CN = IK = EB' = CB' — CE 

= i- \ac—(bc+ CA—BA 




= -{AB-BC) 


per cui: 


AB 



A'N=A'C+ CN ——— = C'B. 


Essendo poi MN perpendicolare 
ad AC, è: 

MNA' = 90° — ACB = 90 °— C'OB = OBC' 
per cui i triangoli Rettangoli MNA', OBC' sono congruenti, e sarà: 

A'M= OCMN= OB = R. 


Cosi: 


MNL = MNA' 


■A'NL = 90' i —C + — 
: MLN 


ed il triangolo MLN è dunque isoscele, ed isoscele sarà pure il triangolo OLK. 
Si ha dunque: 

OA' + OB' + OC' = OA 4- OK -+• KB' + A'M 

= OA' + 0L + IE + A'M— LM \- IE 
= MN+ IE=R- 4-r. 


VII. 

Isogonali 


1 . Abbiamo già visto (III, num. 4) che se dal vertice di un angolo condu¬ 
ciamo due rette che formino angoli uguali colla bisettrice di esso, queste due 
rette sono coniugate isogonali o semplicemente isogonali rispetto a tale angolo. 
Conduciamo una coppia di rette isogonali rispetto ad un angolo dato A e su di 
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►esse pigliamo due punti P e Q. Le distanze del primo di essi dai due lati dell’an¬ 
golo A sono inversamente proporzionali a quelle del secondo dagli stessi due lati . ( l ) 
Assumiamo la bisettrice dell’angolo in B , supposto completato il triangolo, quale 
asse, ed attorno ad essa facciamo rotare il quadrilatero AQ 2 QQ,. Esso allora 
-diverrà omotetico ( 2 ) al quadrilatero AP 1 PP t . 

Si avrà quindi (fig. 51) : 

pp ! : pp* = qq 2 : QQi . 


Reciprocamente, se le distanze dd 
punto P da AB c AO sono inversa¬ 
mente proporzionali a quelle di Q dal¬ 
le stesse due rette, allora AP ed AQ 
sono isogonali rispetto all 7 angolo A. 
Dalla figura si ha: 

AQ, ; AQ = AQ* : AP, 

AQ : AP % = AP : AP, 

quindi : 

AQ, : AP t = AQi ; AP,, 
AQ,.AP, = APt.AQ t , 

per cui i punti Q,, Q t , P,, P 2 sono 
su di uno stesso cerchio, e si può facilmente vedere che il suo centro coincide 
col punto medio del segmento PQ. 

Il punto A è sulla stessa retta che passa pel circoncentro di uno dei due trian¬ 
goli AP,P 2 , AQ,Q 2 e per l’ortocentro dell’altro. 

Z, Se P e P f sono punti appartenenti a due rette isogonali AQ, AQ’ rispetto 
alVangolo A del triangolo (*) ABC si ha : 

bp . bp' : cp . cp' =Za* : le*. 

Descriviamo il circoncerchio del triangolo APP\ ed esso seghi AB in f e AC 
in E. Conduciamo FE (fig. 28). 

G-li angoli BAP, CAP 1 essendo uguali, anche gli archi FP, EP' sono uguali e 
la FE risulta dunque parallela al lato BC del triangolo fondamentale. 

I due triangoli ABC, AFE sono dunque simili e danno: 

AB\BF = AC: CE 


(*) Ivory in Mathem. Beponitory of Leybourn . La dimostrazione è del Nrubxbg. 

(*) Dalla figura ai vede ohe PiP % e Qi Q* sono antiparallele rispetto all’angolo A. 

( 3 ) Veggasi il Trattato sulle sezioni determinate di Apollonio: questa proposizione è annove¬ 
rata fra i Lemmi di Pappo, 
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AB 2 t AB. BF = AG 2 \ AC .'CE 

«d infine: 

AB 2 : BP. BP' = le 2 : CP. CP'. 


Reciprocamente se il lato BC del triangolo ABC è diviso nei punti P eP 1 in 
modo da essere: 

bp.bp' : cp. cp' = ap 2 : ac 2 


le rette AP, AP 1 sono isogonali rispetto alVangolo A. 

Se AP' diventa la mediana interna o esterna condotta da A, i segmenti BP\ 
CP' sono uguali, e si ha: 

BP\ CP = AB 2 ;ic 2 . 


Quando poi l’angolo in A sia retto, la retta AP diventa la bisettrice interna o 
esterna, ed è: 

BP 2 : CP 2 = AB 2 : ac 2 

cioè : 


BP \ CP = AB ; AC 


risultato noto e dato da Enclide (libro VI). 

3 . Prolungando AP, AP' ad incontrare il circoncerchio di ABC in Q e Q' 
(fig. 28), si ha: 

ab: ap'=aq?:ac 2 


ed egualmente: 
Quindi, dall’essere: 


risulta : 


AB ; AP = AQ' \AC 

AB.AC=AP'.AQ 
AB . AC = 4P’. AQ 


AP . AQ' = AP' . AQ. 


Se la retta AQ diventa un diametro del cerchio ABC\ la AP' diventa perpen¬ 
dicolare a BC e si giunge al teorema di Brahameguptà: ( 1 ) 

ab : ap' = aq : ac : 

4 . Conducendo dai punti P e Q di BC le perpendicolari a BC ad inter¬ 
secare in D ed E le perpendicolari ad AB e A C condotte da B e (7, i triangoli 
BDP ’, BEQ AXB essendo simili (fig. 52), danno: 

BD\BP = AB\AX, BE\BQ = AB\AX 


(!) Chaslbs, Aper<;u histortque, 2* edizione, pag. 420-147. 
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per cui: 


Si ottiene inoltre: 


BD. BE ; BP . BQ = AB 2 ; AX*. 


CD '. CE' \CP.CQ = AC : AX 


e quindi: 


(BD. BE). (CP. <7Q) : (CD 1 .CE'). (BP. BQ) = AB 2 ; 


ossia : 


cioè: 


(PZ> .BE) .AC 4 : (CD'. CE '). 


BD.BE: CD'. CE' = XB 4 U(7 4 


: AB 2 : ac 2 


ossia, se dai punti determinati su di un lato dalle 
isogonali rispetto alVangolo opposto conduciamo le 
perpendicolari a questo , i prodotti dei segmenti che 
esse determinano svile perpendicolari condotte negli 
estremi del lato che si considera rispettivamente agli & 
altri lati , stanno fra loro come le quarte potenze di 
questi stessi lati. 

5 . Se tre rette condotte per i vertici di un trian¬ 
golo passano per uno stesso punto 0 , le loro isogonali 
rispetto agli angoli del triangolo passano anch'esse 
per uno stesso punto 0’. ( l ) 



Fig. 62. 


i ft Dimostrazione. Uniamo il punto 0 ai vertici del triangolo ABC e sia 0' 

un altro punto tale che risulti : 


J7 



P'AC = PAB , P'B C = PBA ; 

sia cioè tale che le rette P'A, P'B siano isogonali 
alle rette PA e PB. Uniamo 0' con C (fig. 53) e 
conduciamo OX , O'X* perpendicolari su BC ; 0Y Ì 
O'Y' perpendicolari su CA e OZ, OZ perpendi¬ 
colari su AB. 

Dai triangoli simili OAZ, O'AY' si ha: 

0Z\ 0' Y' = OA \ O'A' 


e dai triangoli simili OAY ì O'AZ' si ha: 

0Z \ O'Y' = OY ; O'Z'. 


(*) Steineb, Annal68 de Gergohne. — Ivoby dimostra poi ohejle isogonali OB , 0 } B segano la bi¬ 
settrice dell’angolo A in 0 ed 0' si ha: 

BO : CO = BO' : CO 

da cui dedace quale corollario ohe CO, CO 1 sono isogonali rispetto a C. 
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Ne deduciamo: 

OZ. 0'Z'=0Y . o'Y' 

ed ugualmente: 

OZ. 0'Z'=0X. O'X'. 

Dunque : 

OX. OY = OT'. 0'X\ 

Sia ora CQ isogonale a CP : se con 0^ indichiamo la perpendicolare condotta 
da Q su Ci e con QX l la perpendicolare condotta da Q su CB, si ha ugualmente: 

ox\ ox\ = co : cq= or: 

ossia : 

: a^i = ox; or= o'X f : o ? r' 

per cui Q è su CO' e CO’ è isogonale a CO. 

jLc isogonali ad OA, OB, OC sono dunque concorrenti . 

2 a Dimostrazione . ( l ) Le tre rette A A', BB', CC f passino per lo stesso punto 
0, e sia A A" isogonale ad A A' rispetto all’angolo A. Le due coppie di trian¬ 
goli AA’B, AA"C e AA' f B, AA’C avendo in comune l’angolo in A, danno (fig. 64): 

AA’B : AA"C = AB . AA’ ; AC. AA" 

AA’C : AA''B = AA'. AC ; AA" . AB 

e poiché i triangoli che hanno altezze uguali stanno fra di loro come le basi, 
dividendo termine a termine le due precedenti uguaglianze si ha: 

A'B , A"C AA'.AB . AA". AC AB 2 

~AC ' A"B ~ AA'. AC ' AA" . AB ~ Jq* 

Avremo dunque: 

A'B __ A^C c 2 B'C _ AIT a? 

A'C ~ A"B * ò 2 * AB' ~ CB " * c 2 

AC' _ BC" ò 2 
BC f “ AC" ' 

e moltiplicando mèmbro a membro queste tre 
uguaglianze : 

A'B CB' AC' A"C AB'' BC" 

A' C * AB' ' BC* ~ A"B ’ CW' ’ A C 7 * 

Ora pel teorema di Ce va (§ II) il primo membro di questa uguaglianza è uguale 
ad 1, per cui è: 

A"C AB" BC" 

A"B * CB 7 ' ' AC" ~ ‘ 



(*) Questa dimostrazione è dovuta al prof. Logli. Vegg. Periodico di Matematica, Anno X-I. 
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Dunque anche le tre traversali AA", BB", CC" passano per lo stesso punto 0 { . 
Come già si disse i punti 0 ed 0' formano una coppia di punti isogonali. 

6 . Dalla fig. 53 deduciamo: 

BOC = BAC 4- ABO 4- ACO 
= BAC 4- CBO' 4- BCO'. 

Ma è : 


BCC = BAC + ABC 4- A CO' 


per cui sarà pure: 

BOC-h BO'C =2 A -h B + C= 180° -4 A 


7 . Il punto isogonale di un punto del circoncerchio del triangolo ABC è alVinfinito. 
Siano AD, BE, CF tre parallele condotte pei vertici del triangolo ABC. Le 
loro tre isogonali concorrono in un punto del circoncerchio. (*) 

Essendo le AD, BE, CF parallele, gli archi AE, BC sono rispettivamente uguali 
agli archi BD ed EF. 

Pigliamo ( 2 ) ora l’arco CP uguale all’arco BD (fig. 55) e conduciamo AP, BP, CP. 

Essendo i due archi CP e BD uguali, anche gli 
angoli CAP, BAD sono uguali e quindi AP è 
isogonale ad AD. 

Cosi pure essendo gli archi CP ed AE uguali, 
tali pure saranno gli angoli CBP ed ABE ; dun¬ 
que BP è isogonale a BE. 

In ultimo, dall’uguaglianza dei due archi BC ed 
EF e degli altri due CP ed AE, risulta l’ugua¬ 
glianza degii archi BP ed AF, e quindi degli an¬ 
goli BCP e ACF, per cui CP è isogonale a CF. 
Concludendo dunque, poiché il punto P del cir¬ 
concerchio ha per isogonale il punto di concorso 
delle tre rette AD, BE, CF, e queste sono parallele, tal punto è all’infinito. 

8. Se due punti sono isogonali risjyetto ad un triangolo, le loro sei proiezioni 
sui tre lati del triangolo appartengono ad uno stesso cerchio. 

Siano X, Y, Z le proiezioni di 0 ed X', Y', Z' le proiezioni (Ji 0' su BC, CA, 
AB rispettivamente (fig. 53), ed i punti 0 e 0' siano isogonali rispetto al trian¬ 
golo ABC. 

La YZ risulta antiparallela ad Y'Z' rispetto all’angolo A, per cui i punti Y, . 
Y', Z, Z' sono sullo stesso cerchio. 

Per la stessa ragione i punti Y, Y', X, X 1 e X, X', Y, Y' sono sullo stesso 
cerchio. 

Dunque i sei punti X, Y, Z, X', Y', Z' sono sullo stesso cerchio. 



( J ) Beltrami, Mem . dell' Accademia delle Scienze di Bologna, 2* serie, II. 
( a ) Mack.it, l80gonal of a triangle. 
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NOTA II. 


CONICHE RIMARCHEVOLI 

DEL PIANO DEL TRIANGOLO 


O. I punti isogonali a tutti i punti di una stessa vetta rispetto al triangolo 
fondamentale determinano una curva isogonale alla retta rispetto al detto triangolo . 
Unendo tutti i punti di una retta LL' ai due vertici B e C del triangolo ABC, 
si formano due fasci di raggi proiettivi, e quindi le intersezioni dei raggi cor¬ 
rispondenti sono collineari. 

Ugualmente, unendo tutti i punti isogonali ai punti della retta LL' cogli stessi 
vertici B e C, formiamo due fasci di raggi, che sono proiettivi. Però le inter¬ 
cezioni dei raggi corrispondenti non sono più, in generale, collineari, ma il luogo 
•delle intersezioni è, come si sa dalla Geometria proiettiva, una sezione conica. ( l ) 
La conica isogonale ad una retta, rispetto ad un triangolo passa pei vertici di 
-esso, ed il carattere di tal conica dipende dalla posizione della retta rispetto al 
«circoncerchio del triangolo fondamentale. 

Il punto isogonale di un punto del circoncerchio è all’infinito (num. 7), per 
cui per determinare il punto isogonale di un punto P del circoncerchio basta 
determinare V intersezione delle rette isogonali alle rette PA, PB , PC, ed evi¬ 
dentemente tali rette isogonali risultano fra loro parallele. 

Se la retta LL' non interseca il circoncerchio, la conica ad essa isogonale ri¬ 
spetto al triangolo, non ha punti all’infinito, e quindi è un 'ellisse. 

Se la retta LL' interseca il circoncerchio, la conica ed essa isogonale ha due 
punti all’infinito, e quindi è un 'iperbole. 

Se la retta è tangente al circoncerchio, la conica ad essa isogonale ha un solo 
punto all’infinito, e quindi è una paràbola . 

IO. La conica isogonale ad una retta che interseca il circoncerchio è dunque 
un* iperbole . 

(*) Tale modo di determinazione delle coniche isogonali da rette del piano del triangolo ò 
«stesamente trattata da J. Se hwatt dell’Università di Pensilvania. Veggasi la sua memoria: Geo - 
metrical treatment of Curvee eto. 
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Consideriamo in particolare la retta OK che come vedremo, è il diametro del 
cerchio di Brocard. Prolungata ai due lati interseca il circoncerchio in due 
punti, e quindi la conica ad essa isogonale è un’iperbole che è chiamata iper¬ 
bole T di Kiepert. 

Siano P e Q i punti in cui la OK prolungata interseca il circoncerchio di ABC+ 
La retta AP', isogonale ad AP , sarà quella che determina la direzione dei punti 
all’infinito, cioè la direzione di uno degli asintoti dell’iperbole. La retta AQ\ 
isogonale di AQ , determina la direzione del secondo asintoto. 

I due asintoti sono dunque paralleli alle direzioni AP', AQ', per cui questi due 
asintoti fanno fra di loro lo stesso angolo formato dalle AP e AQ , e queste for- 

/s /s 

mano fra loro lo stesso angolo delle loro isogonali, ed è : QAP = P'AQ'. 

Siccome la retta PQ passa pel centro del cerchio, l’angolo formato da AP ed 
AQ è retto, per cui anche gli asintoti s’intersecano ad angolo retto, e l’ iperbole 

è dunque equilatera. 

La direzione degli asintoti dell’iperbole di Kiepert può pure esser determinata 

nel modo seguente. 

II cerchio che passa per due vertici B e C di ABC e tocca il lato AC, incontra 
AB in un punto X. La perpendicolare innalzata nel punto medio B' di AC sega 
la perpendicolare innalzata nel punto medio di BN in un punto N 1 . La retta 
N’B' sega il cerchio descritto con centro X' e raggio N'B in due punti M ed 

Le rette BM, BM' sono le direzioni degli asintoti dell’iperbole di Kiepert. 

11. La retta OK intersechi i tre lati del triangolo fondamentale ABC ri¬ 
spettivamente in P a , P b , P c . Gli isogonali di questi tre punti sono i tre ver¬ 
tici A, JJ. C, e quindi questi tre vertici appartengono all’iperbole. Il punto G r 
baricentro di ABC, è isogonale al punto di Lemoine I\, e poiché K è sull’ iper¬ 
bole, anche G è su di essa. ( x ) 

Conduciamo il diametro AOU. I due triangoli ABX, AUC sono evidentemente 
simili, per cui AX è isogonale ad AU. 

Così pure, se BOY, COW sono i diametri condotti per B e C, essi saranno ri¬ 
spettivamente isogonali a BY e CZ. Il punto d’incontro di queste tre altezze, 
cioè l’ortocentro II, è quindi isogonale al punto d’incontro 0 di quei tre dia¬ 
metri ; e poiché 0 è sulla retta KO che interseca il circoncerchio, l’ortocentro 
II è sull’iperbole. 

12 . La retta che unisce l’ortocentro H al punto di Tarry N è un diame¬ 
tro dell’iperbole equilatera. Sappiamo che ogni corda di un’iperbole equilatera 
sega gli estremi di un diametro di essa sotto angoli uguali o supplementari.. 
Essendo XII un diametro, le corde AB, AC, BC, DA, ecc. segano NH in N od 
H sotto angoli uguali o supplementari. 

Essendo A l B l C l il primo triangolo di Brocard di ABC, vedremo nel § IX che 

(*) Si prega il lettore di fare le figure qualora lo creda necessario. 
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le rette AA X1 BB l1 CC X s’intersecano in un punto D. Se con a e a' indichiamo 
gli asintoti dell’iperbole in parola, tali asintoti saranno corde Fm , Fm x del cerchio 
0 9 di Feuerbach, essendo ra, m x gli estremi di un diametro di questo cerchio. 
Poiché D ed H sono due punti dell’ iperbole, la retta che unisce il punto medio 
D ' di DH ed il centro dell’ iperbole, biseca tutte le corde parallele ad IID e 
passa per 0 9 . Ma poiché tutti i segmenti di una corda compresa fra l’iperbole 
ed i suoi asintoti sono uguali, cosi sarà : D'D X = D'D 2 . 

Se ora pel centro 0 9 del cerchio di Feuerbach conduciamo una parallela ad 
HD ad intersecare gli asintoti in m Xì m 2 sarà: 0 9 m l = 0 9 m 2 . 

Reciprocamente si può facilmente verificare che i punti m 1 ed m 2 sono estremi 
di un diametro del cerchio di Feuerbach. Poiché F è centro dell’iperbole ed 
al tempo stesso è sul cerchio di Feuerbach, la retta m x m 2 è una secante che 
passa per 0 9 , e l’angolo m x Fm 2 è retto, per cui m l ed m 2 sono estremi di un 
diametro e sono sul cerchio di Feuerbach. 

13. La conica isogonale alla retta di Lemoine rispetto al triangolo è una 
dlisse E detta ellisse di Steiner, che ha per centro il baricentro G del trian¬ 
golo fondamentale. 

Prolunghiamo CC 1 e pigliamo C'G 3 — C'G. Facciamo allo stesso modo BG 2 = B'G 
*AG X = A'G. 

L’ellisse isogonale alla retta di Lemoine rispetto al triangolo ABC e che passa 
per G XÌ G 2 , O 3 , passa pure pei vertici A , B , C. Indicando con D Xì E Xì F x 
le intersezioni delle tre simediane col circoncerchio di ABC Ì l’isogonale di BD X 
é BA, e l’isogonale di CD X è CA . 

Quindi il punto D x è isogonale al punto A . Allo stesso modo E x è isogonale a 
B ed F x è isogonale a C . L’ellisse passa dunque pei punti A, B , (7, 6r n G 21 
G Z1 e poiché è: 

GG x = AG, gg 2 = bg , gg 3 =cg 31 

è il baricentro G il centro dell’ellisse. 

Il punto di Steiner ( J ) R è anch’esso sul circoncerchio del triangolo ABC ; il 
suo punto isogonale è dunque all’infinito: esso è sulla retta di Lemoine. 

Se per A conduciamo la parallela alla Tetta di Lemoine, tal parallela è isogo¬ 
nale ad AR . 

14. Se un cerchio ed una ellisse s’intersecano, la direzione degli assi del¬ 
l’ellisse può determinarsi bisecando gli angoli formati dalle corde comuni all’ellisse 
e al cerchio. Così, poiché A f B , C ì R sono punti comuni tanto all’ellisse che 

(') Se R è un quarto punto comune all’ellisse E e al oirconoerohio di ABC, e se A',, B \, C\ 
sono i simmetrici di A, B, O rispetto a O , le corde JB'iO 1 ! , AR di E sono antiparallele, e quindi i 
loro estremi sono su di un cerchio. Il cerchio osculatore ad E in A passa per R, e per questo stesso 
punto passano pure i oerohi osculatori in E e C. 

Questa proprietà enunciata per primo da Stei^kb (Vegg. Opere t II, pag. 69) ha fatto dare al punto 
E il nome di Punto di Stexnbb. 
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al cerchio, la direzione GX , GY degli assi dell’ellisse è data dalle due bisettrici 
degli angoli formati dalle corde comuni AR e BC, e quindi, per ciò che si è 
detto riguardo all’ iperbole T, gli assi dell’ellisse sono paralleli agli asintoti 
dell’ iperbole di Kiepert. 

Dall’essere AR parallela a B l C 1 , lato del primo triangolo di Brocard, la 
retta condotta per G parallelamente alla bisettrice dell’angolo formato da BC e 
B l C 1 sarà uno degli assi dell’ellisse; ed una seconda retta, pur essa condotta, 
per G perpendicolarmente alla prima, sarà l’altro asse. 

15 . I due punti di Brocard Q, Q', che sono isogonali, sono fuochi di una 
ellisse E 1 inscritta nel triangolo AB C. I punti di contatto dei lati del triangolo- 
con Vellisse E' siano D\ ì E\, F\. 

Poiché il raggio focale del punto di contatto di una tangente all’ellisse forma 
angoli uguali colla tangente, si ha : 


e quindi è: 


BD\ c ? 
CD\ ~ ft* ’ 


BQ = 


ac 2 

W 



BQ _ c* BD\ 
~C® ~ ~CD\ ’ 


e poiché, indicando sempre con co l'angolo di Brocard del triangolo ABC , è: 

QB C = Q' CB = co, 

i triangoli QD\B e Q'D\C sono simili. Ciò prova che è: QD\B = Q , B\C^ 
I due punti £2, Q’ sono dunque i fuochi e D\ è il punto di contatto del lato 
BC coll’ellisse inscritta. 


16. Siano A\, B\, C\ i simmetrici dei punti A, B , C rispetto al baricentro 
G di ABC. I cerchi di Feuerbach dei triangoli ABC , GBC, GCA , GAB s’in¬ 
tersecano in uno stesso punto F dell’ ellisse E' e tal punto è il complementare 
del punto R. 

Ognuno di tali cerchi è il luogo dei centri delle iperboli equilatere circoscritte 
al triangolo corrispondente, ( l ) per cui il punto F coincide col centro dell’iter- 
bole r di Kiepert. 

17. Sui lati del triangolo ABC costruiamo esternamente i tre triangoli equi¬ 
lateri BCL ', CAM\ ABN 1 (fig. 40). Le rette AL , BM, CN , concorrono, come 
già si è visto (num. 5) in uno stesso punto V. 

Ugualmente, se costruiamo internamente i tre triangoli equilateri BCL\ CAM\ 
ABN 1 , le rette AL\ BM ’, CN 1 concórrono in uno stesso punto V\ ed i due 
punti V e V sono i centri isogonici del triangolo ABC. 

Questi due punti sono gli estremi del diametro dell’efófero- di Steiner che è co¬ 
niugato alla retta GB , 

1$. Il Brocard ha considerata l’iperbole quale trasformata per rette sim¬ 
metriche s( f ) di una secante al circoncerchio. 


(i) Vengasi Brocard, Sur V Eiperbole de 8 netif points ; Neubbrg, Sur le point de Steikxb. 

(*) L’ impiego sistematico delle trasformazioni delle figure è uno dei caratteri della Geometria 
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In questa trasformazione, che è un caso particolare della trasformazione biqua¬ 
dratica, ad ogni punto del piano corrisponde un punto determinato, ed a cia¬ 
scuna retta una conica. I punti fondamentali della trasformazione sono i vertici 
del triangolo ABC: i lati opposti ne sono le curve fondamentali. La conica 
corrispondente ad una retta è un’ellisse, un’ iperbole od una parabola (vegg. num. 9) 
a seconda che la retta è esterna, secante o tangente al circoncerchio. 

Se M è un punto del piano del triangolo ABC, al fascio di secanti condotte per 
M corrisponde un fascio di iperboli circoscritte al triangolo. 

Per un teorema di Brianchon e Poncelet, l’iperbole equilatera circoscritta ad 
ABC passa per l’ortocentro H . Ma in base alla reciprocità delle figure coniu¬ 
gate, la secante corrispondente passa per un punto 0 coniugato al precedente, 
e quindi il fascio di iperboli equilatere circoscritte ad ABC corrisponde ad un 
fascio di raggi del circoncerchio. Se una delle iperboli passa pel baricentro G, 
ad essa corrisponde allora il raggio OK del cerchio che passa pel punto di Le- 
moine K, cioè il diametro del cerchio di Brocard, Quindi l’iperbole equilatera 

moderna. Trasformare una figura vuol dire dedurne, mediante metodi prefissi, una nuova figura 
in modo ohe a oerti elementi della prima figura corrispondano elementi determinati della seconda, 
e dalle proprietà di una delle figure si deducano quelle dell’altra. Un esempio di trasformazione 
si riscontra digià nella Geometria antica ed è quella data dalla proiezione stereografica in cui 
ad ogni punto di una sfera corrisponde un punto del piano. I primi che applicarono geometri- 
camente la trasformazione per dedurne da proprietà note di una figura altre proprietà di una 
corrispondente figura, furono Desargues e Pascal; ma devesi al Pohcelet l’impiego sistematico 
di due trasformazioni, cioè: la trasformazione omologica e la trasformazione per polari reciproche. 
In seguito Chablis ( Sur la dualité et Vhomografie) generalizzò tali trasformazioni e se ne servi 
per l’esposizione completa delle proprietà delle curve e superfioi del secondo ordine. 

Al compianto Bellavitis devesi l’importantissima trasformazione per raggi vettori reciproci, 
nome dato alla trasformazione da Liouville (1847). Se questa trasformazione la si considera nel 
piano, si vede che è una generalizzazione della trasformazione quadratica dovuta a Steiner (Gior¬ 
nale di Ch'elle, 1828). 

Tanto nella trasformazione quadratica che in quella omografica le figure si corrispondono 
punto per punto, sicché ad un sistema di punti di una figura corrisponde un sistema di punti 
della seconda figura: ad una curva C passante per due punti p, p } d’una curva Ck nella prima 
figura corrisponde nella seconda figura una curva C 1 passante per due punti pi , p\ trasformati 
di p e p } e posti sulla curva C\ trasformata di Ci . Co6Ì se nella curva C 1 il puntop’ tende verso 
p, le curve C e C' divengono tangenti in p ed ugualmente allora p\ tende verso p, ed anche la 
curva C\ diventa tangente a C' in p\ 

Un esempio elementare di trasformazione omografica si ha nel caso di due figure simili. Se 
poi le due figure si considerano nello spazio, allora alla retta comune a due piani di una di esse 
corrisponde la retta comune a due piani omologhi nella seconda figura; cioè, ad una retta di una 
delle figure corrisponde una retta nell’altra figura, e ad ogni punto di una retta di una figura 
corrisponde naturalmente un punto della retta omologa nella seconda figura. 

Se ad esempio nel piano P della prima figura consideriamo quattro punti a, 6, c, d tali che tre 
di essi non siano in linea retta, sarà lo stesso dei loro omologhi a r , b\ c’, d ' nella seconda figura. 
Se uniamo due a due i primi quattro punti, a queste sei rette nella prima figura corrispondono 
sei rette omologhe nella seconda figura. 

A due parallele condotte per o e b in generale corrispondono due rette concorrenti passanti 
per a' e 6' ohe hanno quindi per punto oomune l’omologo del punto all’infinito nella direzione 
della parallele: e poiché per definizione i punti all’infinito di un piano sono in linea retta, de¬ 
duciamo ohe gli omologhi di tutti i punti all’infinito sono sulla stessa retta. 

Dalla definizione stessa di trasformazione omografica risulta che due figure trasformate omo¬ 
graficamente da una stessa figura, si corrispondono omograficamente. 

. A riguardo della trasformazione per rette simmetriche veggasi la nota 3 del num. 26, § XI. 
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corrispondente passa pure: per D ì centro d’omologia del triangolo fondamentale 
ABC e del primo triangolo di Brocard A l B l C l ; per D\ polo di QQ' e corri¬ 
spondente a D ; per Z' coniugato di Z, cioè del punto medio di OK e centro 
del cerchio di Brocard; per S' coniugato ( l ) del punto S , il quale ultimo è il 
punto medio del segmento QQ r . 

Si ha cosi un’iperbole F circoscritta ad ABC e che passa oltre che per quei tre 
vertici, per altri cinque punti, cioè: //, 6r, D , Z\ S\ Il luogo dei centri delle 
iperboli al cui fascio appartiene la T è il cerchio ( 2 ) di Feuerbach di ABC. 

19 . L’ellisse E può considerarsi quale trasformata isotonica ( 3 ) della retta 
all’infinito. Sia P un punto della curva e P' il suo reciproco. Le rette AP\ 
BP\ CP sono parallele. Per un teorema di Newton il centro della conica che 
è tangente ai tre lati di ABC in tre punti ( 4 ) M u M 21 M 3 è all’intersezione 
delle rette che uniscono i punti medi delle diagonali dei quadrilateri ABM x C y 
CM 2 AB, AMoBC. L’ellisse E è dunque il luogo dei poli d’omologia di una pa¬ 
rabola inscritta in ABC 1 ed il punto all’infinito sull’asse della parabola è l’iso¬ 
gonale del polo d’omologia. 

La trasformata isotomica del circoncerchio di ABC è la polare trilineare di D 
ed è perpendicolare ad OG. 

Essendo L, il/, N i vertici dei tre triangoli isosceli costruiti sui lati di ABC 
quali basi, il luogo dei punti d’intersezione delle rette che uniscono i vertici 
A , P, C ai punti L, il/, N è V iperbole di Kiepert. Le tangenti condotte per 
Aj P, C a quest’iperbole formano il triangolo circoscritto A\B\C\ tale che le 
rette AA\ BB\ CC\ risultano perpendicolari ad OG. 

La trasformazione per polarità trilineare o per punti isotomici dà il teorema se¬ 
guente : 

L’iperbole di Kiepert è il luogo dei poli trilineari di una retta che si sposta 
restando perpendicolare ad OG. Essa è pure il luogo dei reciproci d’un punto 
mobile sulla retta ( 5 ) GK. 

20 . Sia P un punto qualunque dell’ iperbole e supponiamo che esso percorra 
la conica. I due raggi PP, CP generano due fasci omografici ed incontrano 
le perpendicolari 0B\ OC' condotte pei punti medi di CA © AB nei punti cor- 


(*) Le rette clie uniscono i punti medi dei lati di ABC ai punti medi dei lati oorrispondenti 
del primo triangolo di Brocard s’intersecano in un punto S, medio della retta 2Q' di Brocard. 

Le rette ohe uniscono i punti medi dei lati di A x B l C l , primo triangolo di Brocard, ai vertici 
di ABC, s’intersecano in uno stesso punto S* reciproco o corrispondente di S. 

In generale le distanze fra due punti corrispondenti sono fra loro inversamente proporzionali. 

( a ) Per un teorema di Poncelet il luogo, dei centri delle coniohe passanti per quattro punti è 
generalmente una conica. In questo caso tal conica è il oerohio di Fxuxbbach. 

(*) A proposito della trasformazione per punti reciproci o per traversali reciproche veggasi: 
De-Longchamps, Annales de VÈcole Normale superieure , III. 

( 4 ) Newtok, Principii. — Il luogo dei centri delie coniche inscritte ad un quadrilatero è la 
retta ohe passa pei punti medi delle diagonali. 

(*) Neuberg, Sur le point de Steiher. 
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rispondenti P b e P c di due divisioni omografiche. Se supponiamo il punto P 
successivamente coincidente con G, H ed A, si vede che quelle due punteggiate 
sono simili, ed i segmenti omologhi stanno nel rapporto dei lati corrispondenti 
cioè di b a c. 

Da queste osservazioni si deduce la generazione seguente (*) dell’iperbole di Kie- 

PERT : 

Costruiamo sui lati del triangolo fondamentale ABC tre triangoli isosceli simili 
BCL, CAM , ABN\ le rette AL, BM, CN s’intersecano in un punto che appar¬ 
tiene all’iperbole I\ 

L’angolo costante LBC= ep è l’angolo parametrico: esso è positivo o negativo 
secondochè A ed L sono da uno stesso lato di BC od uno dal lato opposto al¬ 
l’altro. 

Un’ altra generazione dell’ iperbole T è la seguente : ( 2 ) 
le rette AP, BP, CP incontrano BC, CA, AB in punti P' a , P\, P' c che si cor¬ 
rispondono in tre punteggiate omografiche. Essendo C un elemento unito delle 
due prime punteggiate, la retta P a P b passa per un punto fisso m 1 . Essendo 
X, Y, Z i piedi delle tre altezze di ABC, le XY e A'B', nonché le tangenti 
condotte pei punti A e B di T sono posizioni particolari di P a Pb ’• quindi esse 
passano per m 3 . Dunque : 

descritto il triangolo ortico XYZ ed il triangolo complementare A'B'C' del trian¬ 
golo fondamentale ABC, i lati omologhi di tali due triangoli s’intersecano nei 
punti m 1 , m 2 , m z . 

Per questi punti si possono sempre far passare i lati di un’ infinità di triangoli 
P a PbP c inscritti ad ABC ed omologici a questo: il luogo dei centri d’omologia 
è Yiperbole di Kiepert di ABC. 

I lati del triangolo m l m 2 m z toccano questa conica nei punti A, B e C. L’orto¬ 
centro di questo triangolo coincide ( 3 ) col centro del cerchio di Feuerbach di 
ABC e le rette Am n Bm 2 , Cm 3 sono ortogonali a GH. 

21 . Le proprietà seguenti ( 4 ) sono caratteristiche: 

Una secante qualunque condotta pel centro àeYY iperbole di Kiepert incontra 

gli assi di Steiner in due punti pei quali conduciamo le parallele agli assi. 

II punto d’incontro di queste rette descrive Yiperbole di Kiepert. 

Date due ellissi concentriche ed omotetiche, la normale in un punto M dell’elr 
lisse interna sega gli assi nei punti P e Q, e la tangente in M incontra l’ellisse 

esterna in R ed S : gli angoli PPS, EQS sono costanti. 

Questa proposizione dà una nozione molto generale àe\Yangolo dì Steiner. 


0) Nbubsrg e Gob, Congresso di Parigi , 1889. 

(*) Nbubbrg e Gob, luogo citato. 

< 3 ) Brocard, Nouvelles Annales, 1874. 

< 4 ) Veggftii la memoria precitata di Neubkrg e Gob. 
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9 $. Vedremo in seguito che se sul lato BC quale base costruiamo dei trian¬ 
goli aventi ugual angolo di Brocard co del triangolo fondamentale ABC, i ver¬ 
tici di tali triangoli hanno per luogo geometrico un cerchio N a detto di Neubbrg. 
Altri due cerchi N b , N c sono ottenuti in modo analogo assumendo CA e AB 
per basi. La retta ND che unisce il punto di Tàrry N al punto d’intersezione 
j D di AA n BB 11 CC X , essendo A 1 B 1 C 1 sempre il primo triangolo di Brocard 
passa pel circoncentro 0, e le rette B 1 C l , C X A X , A 1 B 1 sono perpendicolari ad 
A.V, BNj CN, giacché i due triangoli A X B X C\, N a N b N e sono complementari. 
Quindi le rette AR, BR, CR sono parallele ai lati di A 1 B l C 1 ed i lati omologhi 
di ABC ed A 1 B l C l sono antiparalleli rispetto a GX. Il punto G è punto dop¬ 
pio di questi due triangoli inversamente simili, e quindi le rette omologhe GA 
e GA X , GB e GB lì GC e GC X sono simmetriche rispetto ad XG . Ciò dà mezzo 
di costrurre i due assi GX, GY deH’ellisse che ha G per centro, conoscendo il 
primo triangolo di Brocard A l B l C 1 . 

93 . Indicansi col nome di Fuochi di Steiner d’un triangolo i fuochi del- 
1 ellisse che è tangente ai lati di questo triangolo nei punti medi dei lati. 

È noto il teorema : ( l ) se si trasforma per polari re¬ 
ciproche (*) un triangolo ABC pigliando per centro 
del cerchio direttore il punto di Lemoine K del trian¬ 
golo, questo punto e un fuoco di Steiner del trian¬ 
golo trasformato. 

Prolunghiamo AG, BG, CG ad incontrare il cir¬ 
concerchio rispettivamente in G x , G , G z (fig. 55 ft ). 
Se consideriamo il triangolo GG 2 G 3 , ad esempio, 
vediamo che esso è simmetrico o simile al triangolo 
GBC , e la mediana del primo colla simediana del 
secondo hanno ugual direzione. 

Dunque le rette GG X , GG s , GG 3 del triangolo 
G ì G i G 3 sono simediane dei triangoli GG 2 G 3 , 
GG x G 3 , GG ì G 2 . La conica inscritta nel triangolo G X G 2 G 3 e che ha G per 
fuoco, tocca quindi i lati nei loro punti medi. Si vede cosi che il baricentro G 
del triangolo fondamentale ABC è fuoco di Steiner del triangolo metarmonico 


A 



(1) Confrontisi: Neubero e Gob, Congresso di Parigi ; Hadamard, Journal de Maihématìquts spe- 
ciales , 1885; Fuhrhann, Prog. Scolast . del Ginnasio di Kónigsberg poi 1889. 

( 2 ) Data una conica -, ad ogni punto del piano corrisponde una sola polare rispetto a 71, e re¬ 
ciprocamente ad ogni retta corrisponde un polo. Se i poli sono in linea retta, ad essi oorrispon- 
dono delle rette concorrenti, e la corrispondenza fra poli e polari è sempre correlativa. Se si applica 
questa trasformazione successivamente per due volte ad una stessa figura, si ritorna a questa stessa 
figura. Questa trasformazione è cioè involutiva. Tale trasformazione è chiamata per polari re¬ 
ciproche rispetto alla conica direttrice tt. Di questa trasformazione fa largo uso il Pohcbu-et (Traitf 
des proprietés projectives ). È stata pure usata da Briakchox (Annales de Gergonne). — In generale 
possono farsi corrispondere per polari reciproche due date coniche, e ciò in quattro modi diversi. 
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G X G % G Z di ABC rispetto a G. ( l ) Da quanto precede deduciamo che le rette cha 
uniscono i vertici di ABC ad un fuoco di Steiner sono inversamente propor¬ 
zionali ai seni degli angoli sotto i quali si vedono, da questo fuoco i lati opposti 
del triangolo fondamentale ABC. 

Si può ugualmente dimostrare ( 2 ) che se si pigliano sulle rette che uniscono l’or- 
tocentro H ai tre vertici di ABC le lunghezze , HH 2 , HH Z rispettivamente 
uguali alle corrispondenti altezze, il punto II è fuoco di Steiner del triangolo 

94 . Se pel punto di Brocard Q conduciamo le parallele QQ t , QQ 2 , QQ Z 
a BC, CA, AB rispettivamente, limitandole ai punti d’incontro £2j, Q 2 , Q 3 con 
CA , AB, BC, il punto Q è fuoco di Steiner del triangolo Q,Q 2 Q 3 . 

Il secondo triangolo di Brocard A 2 B 2 C 2 ha per fuoco di Steiner il bari¬ 
centro 6r di ABC. 

Infatti già sappiamo che il baricentro G di ABC è anche baricentro del primo 
triangolo di Brocard A^^. Ora i due triangoli A l B ì C l ed A 2 B 2 C % essendo 
inscritti nelo stesso cerchio, sono omologici ed hanno G per centro d’omologia. 

La seguente è una costruzione molto semplice per determinare i fuochi 
di Steiner F ed F' del triangolo ABC. 

Dall’angolo di Brocard <o di ABC deduciamo il primo angolo di Steiner. ( 3 ) 
Costruiamo su BC, dalla parte opposta ad A un triangolo isoscele avente per 
angoli alla base l’angolo di Steiner: pel vertice opposto conduciamo una paral¬ 
lela a BC. Essa incontra il circoncerchio di ABC in due punti oc e a'. 
Ripetiamo la stessa costruzione su BC e CA , e siano (3, (3’ e y, y 1 gli analoghi 
punti di a e a’. Le rette A oc, B$, Cy concorrono nel fuoco F, e le rette Aoc', 
B$', C(' concorrono nel fuoco F\ 


(*) Sia Q un punto qualunque del piano del triangolo ABC. Pigliamo su QA, GB, GC i punti 
G l , G t , G s tali ohe si abbia : 

GG l . GA = GG % . GB = GG S . GC. 

Se pigliamo per punti G x , Gì , G % i punti in cui le rette AG, BG, CG prolungate intersecano il 
oiroonoerohio di ABC, i due triangoli ABC, GiG*G s risultano omologici ed hanno parasse d’omo¬ 
logia la polare di G rispetto ad ABC. La costante d’omologia è — 1. 

I due triangoli ABC, G l G i G i sono metarmonici, nome proposto dal Neubkrg, ed il punto G di ABC 
col suo corrispondente G 1 in sono i cóntri metarmonici di ABC e G 1 GìG i . 

( 2 ) Per la dimostrazione reggasi la già citata memoria di Nkubebg e Gob. 

( 3 ) Chiamasi Angolo di Stbinek di un triangolo l’angolo che è metà di ciascuno degli angoli al 
vertice dei due triangoli isosceli che hanno lo stesso angolo di Bbocard del triangolo dato. I) 
minore di questi angoli è il primo angolo di Steiker ; l’altro ne è il tecondo. 

Se A'B'0 1 è il triangolo polare di ABC rispetto a K, e co, to' sono gli angoli di Brocard di ABC 
e A'B'C’, si vede che l’angolo di Brocard di ABC è il primo angolo di Steiher di A'B'C'. Fra questi 
angoli esiste la relazione caratteristica: 

sen (2a) + o) r ) = 2 seno)' 

ossia : 

cotg 8 o) — 2 ootg o) ootg 0 ) ’ + 3 = 0, 
e quindi : _ 

cotg 0 ) = ootg 0 )’ + \ cotg 2 o) — 3 

cotg »>» = I (cotg (o +3 tg (o). 
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Se quei triangoli isosceli ausiliari sono rivolti verso l r interno di ABC, i loro 
vertici sono sull’asse FF' di Steiner. 

Ugualmente può dimostrarsi : ( l ) 

Se F è fuoco di una conica che tocca i lati di ABC nei punti A', B', C', le 
rette FA', FB f , FC' sono isogonali alle rette FA, FB, FC rispetto agli angoli 
BFC\ CFA, AFB . Se dunque F è un fuoco di Steiner del triangolo ABC\ le 
rette AF, BF, CF sono simediane dei triangoli BFCCFA, AFB . 

Il baricentro G di ABC è fuoco dì Steiner del suo triangolo podario. 

Se 0 a , O b , 0 C sono i circoncentri dei triangoli KBC', KCA, KAB, il cir- 
“Concentro 0 ed il punto di Lemoine K del triangolo ABC sono fuochi di 
Steiner del triangolo 0 a 0 b 0 c . I quadrilateri OBCO a , 0CA0 b , 0AB0 c sono 
equivalenti. 

aO. L’ iperbole di Kiepert può ancora considerarsi quale trasformata per 
punti inversi ( 2 ) della retta OK, giacché i punti inversi di 0 e K sono H e G. 
Siano BCL, CAM , AZfJY' i tre triangoli isosceli costruiti sui lati del triangolo 
fondamentale ABC quali basi, tutti tre interni o esterni. L’angolo sp alla base 
potrà considerarsi quale positivo 0 negativo, secondochè i tre predetti triangoli 
sono interni o esterni ad ABC. Le rette AL, BM, CN s’intersecano in un 
punto V\. 

Assieme al triangolo LMN consideriamo un secondo triangolo L l M 1 N l tale che 
gli angoli LBC, LfBC siano complementari e nello stesso senso. La retta AL Ì 
è perpendicolare ad MN 

Se infatti osserviamo le due spezzate MB'C'N e AB'A'L, vediamo che MB 1 ed 
AB' B'C' ed A'L l , C'N e B'A' sono coppie di segmenti perpendicolari e pro¬ 
porzionali. Le rette MN ed AL l sono dunque perpendicolari, ed è: 

MN ; AL X — tg LAG. 

Ugualmente le rette BM X e CN Ì sono rispettivamente perpendicolari a NL e LM. 
Dunque le perpendicolari calate dai vertici A, B, C rispettivamente sui lati cor¬ 
rispondenti del triangolo di Kiepert LMN concorrono in uno stesso punto V' 2 
dell 1 iperbole di Kiepert. 

I lati dei triangoli di Kiepert di uno stesso triangolo ABC inviluppano tre 
parabole 7 c a , n b , tt c . 

Infatti, la retta MN, ad esempio, determina su OB', OC' due punteggiate simili, 
e quindi essa tocca costantemente una parabola 7z a avente OB', OC', B'C' per 
tangenti. A queste dobbiamo aggiungere la bisettrice interna e quella esterna 
dello stesso angolo BAC. La bisettrice della parabola 7r a passa per A, intersezione 
di due tangenti ortogonali, e tal direttrice è la retta che unisce il vertice A 


(*) Veggasi la precitata memoria di Neuberg e Gop. 
( a ) Neuberg in Matheèis. 
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al baricentro G di ABC. Il fuoco di questa parabola è poi A t , vertice del se¬ 
condo triangolo (*) di Brocàrd. 

Lo stesso si dirà delle altre due parabole 7r b , n c cbe hanno BG e CG rispetti¬ 
vamente per direttrici e B 2Ì B z per fuochi. 

Le tre parabole 7r a , tt&, n e hanno due tangenti in comune passanti pel punto G 
e parallele agli asintoti déìV iperbole di Kiepert. 

27 . U iperbole T non è la sola iperbole equilatera che passi per più di cin¬ 
que punti del piano. Anche pei punti 7, 7 a , 7 6 , J C1 centri dei quattro cerchi 
tangenti ai tre lati del triangolo ABC e pei punti medi dei sei segmenti inter¬ 
cetti da ciascuno dei lati del triangolo ortico su parallele alle due direzioni or¬ 
togonali degli asintoti, condotte pei vertici opposti, passano delle iperboli. 

Se da ciascuno dei vertici del triangolo ABC conduciamo le parallele a due di¬ 
rezioni ortogonali qualunque, i punti medi dei sei segmenti ed i quattro punti 
7, I a) Ibi le sono su di un’iperbole equilatera i cui asintoti sono paralleli alle 
due direzioni date. 

Questa proprietà ci dà modo di costruire l’iperbole equilatera passante per tre 
punti ed avente gli asintoti paralleli a due direzioni ortogonali date. La dimo¬ 
strazione seguente è dovuta ad E. Dewulf. 

Sia BB l il segmento limitato al lato AC, e B\ il punto medio di BB l . 

Il triangolo ABC è il triangolo coniugato comune a tutte le iperboli equilatere 
del fascio 77 a 7 & 7 c , giacché ABC è il triangolo diagonale del quadrilatero 7 a 7 & 7 c 7. 
Ne risulta che 1’ iperbole equilatera di quel fascio, che è determinata dal punto 
B x di AC è tangente in B x a BB X . 

Consideriamo ora la retta indefinita BB X quale parallela ad uno degli asintoti 
di una delle curve ((3) del fascio. Essa incontra (P) all’ infinito, per cui il suo 
secondo punto d’intersezione con l’iperbole è il punto centrale dell’ involuzione 
determinata su BB X dalle curve del fascio ; è cioè il punto medio del segmento 
determinato dai punti doppi dell’involuzione. Ora, tali punti doppi sono: il 
punto B, che appartiene all’iperbole equilatera ridotta ai suoi asintoti I a I CJ BI b , 
ed il punto B x , giacché l’iperbole equilatera è tangente in B x alla retta BB X . 
Il punto B\ , medio di BB X , è dunque un punto della curva. 

Risulta da ciò che unendo il punto B ai punti d’intersezione b\ b" di AC col- 
l’iperbole equilatera di cui un asintoto è parallelo a BB X , si hanno le tangenti 
all’iperbole nei punti b } e b". 

Dicasi lo stesso delle rette che uniscono C ed A rispettivamente ai punti d’in¬ 
tersezione con AB e BC. 

28. Due gruppi di tre parabole ( 2 ) nel piano del triangolo ABC furono per 
primo studiate da Artz. Esse, a due a due, hanno per fuochi comuni tre punti 

(*) Per maggior estensione veggasi Mathesis, 2 a serie, li. 

(*) Artz, Programm. Scoi, del Ginnasio di Recklinghansen , 1884. 
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del cerchio di Brocard. Le parabole di ciascuno di questi gruppi sono dop¬ 
piamente tangenti a due rette ortogonali fisse. 

■Costruendo internamente al triangolo ABC e sui suoi lati quali basi tre trian¬ 
goli isosceli simili, aventi cioè lo stesso angolo 0 alla base, i vertici opposti 
determinano un triangolo L'M'N' avente lo stesso baricentro del triangolo fon¬ 
damentale ABC. Le rette AL\ BM\ CN' concorrono in uno stesso punto F il 
cui luogo è una conica. 

Consideriamo una serie di vertici V M': essi sono sulle perpendicolari a BC ed 

AC nei loro .punti medi. L’inviluppo delle rette L'M' è, per teoremi noti, una 

parabola tangente alle rette OL\ OM' ed alle bisettrici dell’angolo in Ce del suo 

supplemento, giacché queste due bisettrici possono considerarsi posizioni partico- 

C TC l C 

lari di L'M\ l’una corrispondente al valore 0 = —-, e l’altro al valore 0 = —-—. 


Allo stesso modo, considerando gli altri due lati, possiamo ottenere due altre 
parabole analoghe. Se ne deduce il teorema (*) seguente : 

la bisettrice interna , quella esterna di un angolo , e le perpendicolari nei punti 
medi dei lati che comprendono quest'angolo formano tre gruppi di quattro tangenti 
a tre parabole che ammettono una tangente in comune passante pel baricentro G- 
det triangolo fondamentale . Tale tangente interseca le perpendicolari nei punti medi 
dei lati dal triangolo in tre punti A'j, B’j, C\ che sono vertici di tre triangoli si¬ 
mili aventi i tre lati del triangolo fondamentale rispettivamente per basi , e di cui 
Vangolo 0 alla base e determinato dalla relazione . 


sen (2 0 + co) = 2 sen co, 

essendo come vedremo : 

sen <0 = cotg A -f- cotg B -f- cotg C. 

Consideriamo in ultimo le tre parabole che sono tangenti internamente 
a due lati del triangolo ABC negli estremi del terzo lato. (■) Sia, ad esempio, 
la parabola (BC). Il fuoco di essa sia A 2 . 

La mediana AA* del triangolo ABC è direzione coniugata al lato BC del triangolo, 
e questo lato è una corda della parabola : esso dunque indica la direzione dell’asse 
di questa parabola. 

Sia òjCj una parallela a BC condotta pel punto medio dell’altezza corrispondente 
al vertice A . La parabola sarà inscritta nel triangolo b l c 1 A ì ed il suo fuoco A 2 
sarà sul circoncerchio di tal triangolo. Ora, essendo Q il primo punto di Bro¬ 
card, il quadrilatero è rettangolo in b l e c 1 : quindi questo circoncerchio 

passa per Q ed ha QA per diametro. 


0) H. Brocard, Prop. de VHiperbole dea neuf pointa etc., 1885. 
( 2 ) H. Brocard, luogo citato. Si è tal memoria che qui seguo. 
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Dopo tali considerazioni è facile ottenere il fuoco della parabola. Conduciamo 
infatti AK ; essa incontra il circoncerchio del triangolo Ac l b l nel punto A t 
richiesto. 

Proseguendo il ragionamento accennato si viene a concludere che il fuoco A 2 è 
all* intersezione comune del circoncerchio di QCB, dei circoncerchi descritti su 
QA e Q K quali diametri, e della simediana AK. 

90 . Ricorrendo alle coordinate trilineari il Brocard dimostra che nei punti 
in cui le precedenti parabole intersecano ciascuna delle mediane del triangolo 
fondamentale ABC\ le tangenti sono parallele alle due altre mediane, e che i sei 
punti d’ intersezione di questi gruppi di tangenti sono sui lati del triangolo ABC. 
Applicando la trasformazione per rette simmetriche a questo gruppo di parabole si 
deduce il teorema seguente: 

il circoncerchio di un triangolo e tangente alVellisse che passando per due ver¬ 
tici di un triangolo , è tangente agli altri due lati del triangolo stesso , quando tale 
ellisse passi per restremo delle simediana corrispondente al terzo vertice. 

Il teorema reciproco è vero. 

31 . La parabola ( BC ) come ciascuna delle altre analoghe, ammette dunque 
cinque (*) tangenti rimarchevoli: i due lati AB e AC del triangolo ABC; la 
retta che unisce i punti medi di questi, e le parallele ad una delle mediane BB\ 
CC\ condotte «pei punti che dividono l’altra mediana ad un ottavo della sua 
lunghezza a partire dalla base. 

Come riassunto di quanto precede si ha il seguente teorema di Brocard: 

le due bisettrici di un angolo di un triangolo e le perpendicolari nei punti medi 
dei lati che comprendono tal angolo formano un gruppo di quattro tangenti ad una 
parabola avente per direttrice la mediana corrispondente a questo angolo. Si otten¬ 
gono così tre parabole , formanti il secondo gruppo di parabole di Artz, che am¬ 
mettono di comune due tangenti ortogonali passanti pel baricentro del triangolo , ed 
il quale è pure punto comune delle loro direttrici. I fuochi A 2 , B 2 , C 2 di tali parabole 
sono le intersezioni delle simediane col cerchio di Brocard. 

Questi tre punti sono anche fuochi di altre tre parabole, che formano il prmo 
gruppo di parabole di Artz, tangenti a due lati del triangolo negli estremi del 
terzo, ammettono per assi le parallele alle mediane del triangolo, e per corde 
comuni queste stesse mediane che esse divìdono in un rapporto costante, ad un 
ottavo, a partire dalla base. 

99. Oltre ai due precedenti gruppi, nel piano del triangolo ABC è rimar¬ 
chevole un altro gruppo di tre parabole ciascuna delle quali ammette un sistema 
di quattro tangenti formate da due bisettrici di un angolo e dalle altezze corri¬ 
spondenti ai due lati che formano tale angolo. Le direttrici di tali parabole sono 


(‘) Una sesta tangente fu segnalata da Leuoine, Nouvelles Annales , 1885. 
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le simediane del triangolo ed i fuochi sono i punti d’intersezione di queste si¬ 
mediane col cerchio descritto col segmento GH quale diametro. 

Queste tre parabole sono tangenti a due rette ortogonali passanti pel punto di 
Lemoine K di ABC . 

Il triangolo fondamentale ABC ed il primo triangolo di Brocàrd A ì B l C l 
che sono inversamente simili, hanno per rette doppie la retta all’infinito e gli 
assi a, oc' dell’eZZwse di Steiner. I punti doppi sono: il baricentro G ed i punti 
all’infinito di a e oc'. 

Le figure inversamente simili essendo caso particolare delle figure omografiche, 
ad esse può applicarsi il principio ( l ) di Chasles che il luogo dei punti di una 
figura che uniti ai corrispondenti punti di una figura ad essa omografica passano 
per uno stesso punto fisso è una conica passante pel punto fìsso e pei punti doppi 
delle due figure. 

Sia dunque D un punto dei due triangoli suddetti : ( ? ) tutti i punti omologhi di 
queste due figure, e che sono allineati con D, hanno per luogo geometrico due 
coniche T, T\ iperboli equilatere passanti per G , i cui asintoti sono paralleli 
agli assi a, oc' di Steiner. 

Così pure, pel principio correlativo del precedente principio di Chasles, ad ogni 
retta l di quelle due figure corrispondono due coniche p, P’, inviluppo delle rette 
omologhe che s’intersecano su Z. Tali due coniche sono parabole tangenti agli 
assi oc , oc' di Steiner. 

Se la retta Z è l’asse d’omologia dei due triangoli ABC , AiB l C l1 le parabole p, 
P ' sono tangenti ai due assi a, a’, all’asse d’omologia Z dei due triangoli, ed ai 
lati di ABC , la prima, ed a quelli di A l B l C l la seconda. 

La parabola p ha per direttrice la retta d’EuLERO HO , ed è la parabola di 
Neuberg, ( 3 ) inviluppo delle polari trilineari dei punti di GK rispetto al trian¬ 
golo ABC. Essa è pure tangente alla retta di Lemoine, polare trilineare di K 1 
ed il suo fuoco F è il polo trilineare del diametro di Brocard Oiif, ed è il 
secondo punto d’intersezione del circoncerchio di ABC colla retta che unisce 
il punto di Tarry N al baricentro G. La sua direttrice è la retta che unisce 
G al fuoco F ' della parabola P'. 

Allo stesso modo la parabola p r ha per fuoco F\ cioè il secondo punto d’inter¬ 
sezione del cerchio di Brocard colla retta che unisce il circoncentro 0, omo¬ 
logo di N, al baricentro G. Essa ha per direttrice la retta GF. 

La retta FF' è poi ortogonale all’asse d’omologia Z dei due triangoli ABC e 
A.B&. 


(q Qéom . Superieure. 

( 2 ) La derivazione di queste ooniohe dalla considerazione delle figure omografiche è fatta da 
G. Tàrby in Mathesis, V. 

( 8 ) Sur le point de Steiner — Journ. de Math. speciale8, 1886. 
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3 $. Un altro gruppo di parabole rimarchevoli del piano del triangolo è quello 
formato dalle parabole di Màndart. 

Consideriamo il triangolo ABC\ 

su AB e AC, da uno stesso lato di BC pigliamo BM = CN 

sti CB e AB, da uno stesso lato di CA pigliamo CM X = AN X 

su AC e BC, da uno stesso lato di AB pigliamo AM 2 = CN 2 . 

Conduciamo le traversali MN, M Ì N 1 , M 2 N 2 . Queste traversali inviluppano tre 

parabole M a , M b , M c , che piglian nome di parabole di Mandart. ( l ) 

La prima è tangente ai due lati AB e AC del triangolo fondamentale, e se in¬ 
dichiamo con m ed n i punti di contatto, la retta mn è parallela alla bisettrice 
AL II vertice S a di questa parabola è il punto medio del segmento mn. H 
triangolo fondamentale ABC è circoscritto ad essa, ed il suo fuoco è determinato 
dall’intersezione del circoncerchio coll’asse AS a . 

La parallela condotta per l’ortocentro H alla bisettrice Al ne è la direttrice. 
Indichiamo con T e 0’ l’incentro ed il circoncentro del triangolo I a I b I 0 . Es¬ 
sendo sempre A', B', C' i punti medi dei lati BC, CA, AB del triangolo fon¬ 
damentale, la retta A'T è la tangente nel vertice S a della parabola ( 2 ) M a , giac¬ 
ché la retta A'I' è la retta di Simson del suo fuoco F a , ed il punto medio A t 
di BC è la proiezione di F a su BC. 

H triangolo IahL è appunto formato dagli assi delle tre parabole M a , M b ,M e , 

I punti di contatto di queste tre parabole rispettivamente con BC, CA, AB sono 
su di una stessa retta, traversale reciproca della retta che passa pei piedi delle 
bisettrici esterne di ABC. 

34 . Oltre alle tre precedenti parabole il M and art considera un altro gruppo 
di tre parabole aventi molti punti di somiglianza colle prime. 

Determiniamo su AB e AC, ai due lati di BC, due segmenti uguali BM, CN. 

II punto medio della traversale MN, come i punti medi delle traversali analoghe 
rispetto ai lati CA e AB, è sulla bisettrice esterna ToTb del triangolo A'B'C\ 
Ciascuna di queste traversali inviluppa una parabola. Abbiamo cosi tre altre 
parabole M' a , M' b , M' c . 

La parabola M' a ad esempio è tangente ai due lati AB, AC in due punti m\ 
ri che distano da A della quantità : b -f- c. 

L’asse di questa parabola è il segmento AI, ed il fuoco ne è nel punto d’inter¬ 
sezione di AI col circoncerchio di ABC. 

Gli assi delle due altre parabole M\, M' 0 sono rispettivamente BI e CI, e tali 
parabole sono gli inviluppi delle traversali che determinano su CB e AB, o su 
AC e BC a partire da AC o AB, dei segmenti uguali, posti da un lato o dall’altro 
di AC o AB. 

(M Veggasi Mathesia, 1890. 

(*) L'equazione barioentrica della parabola M a e : 

a* (&_ 0 ) a 4-ò a S»+c>Y* + 2& (6 — c) a3 — 2c (6 — c) a Y + 2 6c3 Y = 0. 
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vni. 

Simediane, punto di Lemoine, retta di Lemoine, ecc. 


1. Dalla definizione data di rette simediane (§ Ut) possiamo direttamente de¬ 
durre che le simediane di un triangolo sono le isogonali delle mediane del triangolo 
stesso , o, • in altre parole, che la simediana e simmetrica della mediana rispetto alla 
bisettrice che parte dallo stesso vertice. 

Se le mediane che consideriamo sono quelle interne, le loro isogonali sono chia¬ 
mate simediane interne o insimediane : se invece consideriamo le mediane esterne, 
le loro isogonali son dette simediane esterne o essimediane. ( l ) Quando non siavi 
luogo ad equivoci, la parola simediane è più usata. 

». I segmenti determinati da una simediana sul lato corrispondente sono pro¬ 
porzionali ai quadrati dei lati adiacenti. 

Essendo AR ed AX la simediana e l’altezza condotte da A, da R conduciamo le 
perpendicolari RU , RV su AB ed AC. Sarà: 

rb:ru=ab\ax 

RC \ RV = AC \ AX 

e dividendo: 

RB\ RC = RU. AB \ RV. AC. 

Ma le distanze di un punto della simediana dai lati adiacenti sono proporzionali 
a questi lati, dunque: 

RB\RC = Tb 2 \ÀX?. 

3. Le tre simediane di un triangolo concorrono in un punto K che è il punto 
di Lemoine del triangolo. ( 2 ) 

1* Dimostrazione. Essendo AR , BS , CT le tre simediane, pel teorema pre¬ 
cedente si ha (fig. 56): 

BR : OR = AB 2 : Ic s , 

cs\as=bc*:ba 2 , 

AT ; BT = CA* 1 GB 2 , 

da cui: 

BR 08 AT_ _ 

OR ' AS ‘ BT ~ 


(t) Queste denominazioni furono proposte dal Thirt. Veggasi il suo tèrzo libro di Geometria. 
( 2 ) E. Lemoine, Congreeto di Lione , 1873. Il teorema può considerarsi quale corollario del num. 6, 
§ VII, giaoohè essendo simediane le isogonali delle mediane, e avendo dimostrato che queste pas¬ 
sano per uno stesso punto, anohe quelle passano di conseguenza per uno stesso punto. 
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Dunque ciascuno dei rapporti al primo membro nelle tre precedenti proporzioni 
è negativo e quindi AR, BS, CT sono concorrenti. 

2 Dimostrazione. Siano AR, BS due delle simediane del triangolo ABC e 
s’intersechino nel punto K. Conduciamo R'S", T'R", ST" rispettivamente an¬ 
tiparallele ad AB, AC, BC, e passanti pel punto E (fig. 56). Per la definizione 
di rette antiparallele e: 

C= TT"K= TTE; B = ES"S = ES'S; A = ER'R = ER"R. 


Sarà cosi: 


A 



Dunque S'T" è bisecata da AR e T{R" è bisecata da BS. 

ER' = ER" = ET' = ecc. 

Ciascuna delle figure R r R"S”T\ 

&'S"T"RR"S'T'T" è un rettan¬ 
golo. Si può pure osservare che il 
triangolo ABC , il suo polare reci¬ 
proco rispetto al circoncerchio di 
ABC ed il triangolo RST hanno un 
asse di omologia in comune. 

4. Il punto di Lemoine K ed 
il baricentro G dello stesso triangolo & 

ABC sono punti, isogonali . (*) 

Siano infatti T l T t ^T> l T' t antipa¬ 
rallele rispetto ad A. Se M è il punto medio di 1\1\ ed M, quello di T\T\ 
(fig. 57), sarà AM una mediana del triangolo AT l T ì ed AM, una mediana del 
triangolo AT\T\. La AM è allora simediana del triangolo AT\T\ ed AM, è 

simediana del triangolo AT 1 T 2 . Se dunque facciamo 
rotare AT\T\ in modo che AT X ed AT\ vengano ad as¬ 
sumere la stessa direzione e che lo stesso facciano AT 2 
ed AT \, allora i punti A , M\ M x saranno sulla stessa 
retta cioè T x T 2 e T\ T' 2 saranno parallele ed M ed M x 
saranno i punti medi. Sarà dunque : 

T X AM = T\AM X . 

Quindi le AM ed AM X sono isogonali rispetto all’an- 
golo Aj cioè il baricentro ed il punto di Lemoine dello stesso triangolo ABC 
sono isogonali. 

Le lunghezze delle perpendicolari calate da uno di questi punti M sui tre lati 





(*) I punti G e K sono fuochi di una conioa inscritta in ABC. Se li proiettiamo sui lati in. 
&*> Kct Gai @b > Gei queste proiezioni sono su di uno stesso cerchio i l cui diam etro è asse- 
maggiore della conioa. L’asse minore è determinato dall’espressione: ]/KK a . OO a . I punti di 
contatto della conica coi lati sono i piedi delle si mediane dei triangoli BGC, CO A, AGB. 
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del triangolo ABC sono inversamente proporzionali alle lunghezze delle perpendico¬ 
lari condotte dalValtro punto . 

5 . I lati del triangolo ABC e quelli del suo triangolo ortieo sono eviden¬ 
temente antiparalleli, per cui i lati di quest’ ultimo sono bisecati dalle simediane 


fi 



Fig. 58. 


la mediana interna A A' rispetto al 


del primo. Per determinare il punto di 
Lemoine K di ABC si ba dunque la sem¬ 
plice costruzione che segue: 
uniamo i vertici di ciascun angolo del 
triangolo ABC col punto medio del lato 
del triangolo ortieo che ha gli estremi sui 
lati dell’angolo che si considera. Queste 
tre rette s’intersecano nel punto K 
Un’ altra semplice costruzione è la se¬ 
guente : 

Sul lato AB pigliamo AC X = AC e su AC 
pigliamo AB l = AB. La retta BxC x in¬ 
terseca BC in punto L che è il piede del¬ 
la bisettrice interna dell’angolo A (fig. 58). 
Unendo A col punto medio di BC si ha 
vertice A; quindi unendo A col punto me¬ 


dio jA ! di Bx Cx si avrà la simediana cor¬ 
rispondente allo stesso vertice. ( A ) ^ 

Una seconda simediana condotta collo « x 


stesso processo ci dà nel punto d’inter- , 

sezione colla prima il punto richiesto K. I *\ 

Si osservi che le rette BC, BxCx sono 
antiparallele rispetto ad J. N 

Una terza costruzione ci è indicata 
dalla definizione stessa di simediana. 

Conduciamo la mediana interna A A' 

(fig. 58) e formiamo l’angolo BAR uguale 
all’angolo CAA\ Sarà AR la simediana 
corrispondente all’angolo A. Una secon¬ 
da simediana ci determinerà il punto K. . _ 

r Fig. 59. 

6 . Una costruzione delle essimedia- 



ne del triangolo ABC ci è data dall’osservazione che esse sono parallele ai lati 
del triangolo ortieo del triangolo dato. 

Una seconda costruzione è la seguente: 


(*) Misurando oolla Geometrografla questa costruoione, trovasi: semplicità 82, esattezza 24; 
quattro rette, quattro cerchi. 
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' Conduciamo la mediana esterna AA a che riuscirà parallela al lato BC e formiamo 
l’angolo BAR' uguale all’angolo CAAa (fig. 59, y. pag. 148). 

E AR' la essimediana corrispondente al vertice A . 

Le AA a ed AR' sono simmetriche rispetto alla bisettrice esterna di A . Dunque, 
poiché AAa è esterna, tale sarà pure AR'. 

La terza costruzione è la seguente: 

Sul prolungamento di CA pigliamo AB X = AB e sul prolungamento di AB pi¬ 
gliamo AC y = AC. La B Y Cx interseca BC in un punto L piede della bisettrice 
dell’angolo esterno in A . Se la mediana esterna è dunque ottenuta conducendo 



da A la parallela a BC\ la corrispondente essimediana AR' si otterrà conducendo 
da il la parallela a BxC x . 

7 • Le essimediane condotte da due vertici e la insimediana condotta dal terzo 
vertice concorrono in un punto detto punto essimediano. 

Sia infatti AR una insimediana, BS' e CT le essimediane condotte dai due altri 
vertici. Si ha : 


per cui: 


BR __ AB* CS' _ BC? AT _ CÀ* 

CR-Jc 2 ' ~AS' BA 2 ’ B T'~ CB 2 

BR CS' AT' 

CR ' AS' ' BT' 
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e quindi dei rapporti al primo membro delle precedenti proporzioni due sono 
positivi ed uno negativo, quindi le AB, BS\ CT' sono concorrenti. (*) Risulta 
dalla precedente proposizione che ad ogni triangolo ABC corrispondono tre punti 
essimediani K X1 K 2 , K 3 . 

Le tangenti al circoncerchio del triangolo ABC condotte pei vertici A, B, C sono 
le tre essimediane del triangolo. 

Osserviamo infatti (fig. 59) che dall’essere: BAR' = CAA a = ACB risulta AR f 
tangente al circoncerchio in A. 

Dal vertice K x del triangolo K X K 2 K 3 determinato dai tre punti essimediani 
di ABC\ conduciamo la parallela al lato K 2 K 3 che prolunghiamo fino ad incon¬ 
trare AB in B 3 ed AC in C 3 (fig. 60, v. pag. 149). 

I triangoli K X CC 3 , K X BB 3 essendo simili a B 2 CA , C Z BA , danno: 

K % K 3 = K X C = KyB = K X B 3 


per cui AK X è una simediana del triangolo ABC. 

Il punto K è dunque centro d’omologia dei triangoli ABC \ K ì K i K 3 . Ai punti 

essimediani K x , K 27 K 3 si dà no¬ 
me di punti associati al punto di 
Lemoine K. I triangoli ABC r 
K x K t K 3 ed il triangolo RST for¬ 
mato dai piedi delle insimediane 
hanno K per centro comune d’o¬ 
mologia ( ? ), ed hanno per asse di 
omologia la polare di K rispetto- 
ai circoncerchio di ABC , la quale 
è perpendicolare alla retta OK 
8 . Le simediane di un trian¬ 
golo passano pei poli dei lati rispet¬ 
to al circoncerchio di tal triangolo» 
Sia infatti K x il polo di BC (fig. 
60). Essendo B 3 C 3 parallela a 
K 2 K 3 e passando per K Xì gli an¬ 
goli K X C 3 C 7 CAK %1 ACK 2 j ACC 3 
sono uguali, per cui è: 

K X C 3 = K X C. 

Sarà ugualmente: K X B 3 = K^B. Ma è: K X C=K X B, dunque è: K X C 3 = K X B 37 
e K x appartiene alla insimediana AK. 



0) Per un' altra dimostrazione veggasi Nkubesg in Mathesis, 1, 178. 

(*) I punti K, K x% K % , JT # sono centri di ooniohe descritte da punti tali ohe le quantità : 

+ + — 

sono costanti, essendo x, y, e le distanze di un punto qualunque del piano del triangolo dai tre 
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9 . Le distanze del punto di Lemoine di un triangolo dai lati di esso sono pro¬ 
porzionali (*) a questi lati. 

Le rette AA' AB siano la mediana e la simediana corrispondenti allo stesso ver¬ 
tice A (fig. 61, v. pag. 160). Da R conduciamo RU, RV rispettivamente perpen¬ 
dicolari ad AC ed AB e da A' conduciamo ugualmente A'P, A'Q rispettivamente 
perpendicolari ad AC ed AB. Si ha: 

rv\rtj=A'p\ a'Q = ab: ac. 


Da questa proposizione segue una costruzione indicata da Grebe ( 2 ) per 
determinare il punto di Lemoine di un triangolo. Sia ABC tal triangolo 
(fig. 61). Sui lati di esso, tutti internamente o tutti esternamente descriviamo 
i quadrati e siano A x B ly B % C % |, C Z A Z i lati di questi che risultano rispettiva¬ 
mente paralleli ad AB , BC , CA. Le rette A X B X e C Z A Z s’intersechino in un punto 
M x \ le A X B X e B % C t in un punto M % e le B t C i} C Z A Z in un punto M z . Le rette 
AM X1 BM t , CM Z concorrono nel punto K del triangolo ABC. 

IO. Se la perpendicolare condotta da R a BC incontra in Q x e C z le per¬ 
pendicolari condotte ad AB ed AC da B e C (fig. 61), si ha : 

bq 1 ; cc 3 = ab 3 \ ac 3 . 


Infatti è: 


quindi : 


BQ X ; AB = BR ; AX, CC Z \ AC= CR I AX 


BQ X ; CC Z = BR. AB \ CR. A C 
e per la proposizione del num. 2: 

BQ l \CC ì = AB 3 \~ÀC 3 . 


11. Se dal punto di Lemoine K di ABC conduciamo le perpendicolari ai 
tre lati del triangolo e ne sono K ai K*, C e i piedi (fig. 58), si possono facil¬ 
mente determinare le distanze di K da questi lati. 

Essendo AX l’altezza ed AR la simediana condotta da A , si ha : 

AR ; KR = AX ; KE a 


cioè: 


essendo ah a = 2 A. 


KK a = 


KR. AX a 2 h a o a 
AR “ "m 2 " = à m* 


lati. La prima di queste coniche fa segnalata da E. Gesaro sotto la forma seguente: 

Le tre rette oondotte dai vertioi di ^.£<7 dividono i lati opposti nei punti A 1 B ' 0' in segmenti 
proporsionali ai quadrati dei lati adiacenti e si segano in uno stesso punto K. Questo punto è 
centro di un’infinità di ellissi simili oiasouna delle quali è luogo geometrico di punti tali ohe la 
somma dei quadrati delle loro distanze dai lati del triangolo ò costante. Le altre due coniohe 
furono segnalate da E. Lemoxhe. 

(>) Questa proposizione, sotto altra forma trovasi nei Teoremi e problemi di Geometria elemen¬ 
tare di La. Frémoire. — Lhoilier nei suoi Elementi di analisi prova ohe: RV: BU= sen 0: sen B. 

(•) Gbebe, Archivio di Grunert t Vili, 1847. È per questa proprietà segnalata da Grebe ohe al 
punto K si dà qualohe volta il nome di punto di Grebe, specialmente in Germania. 
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Ugualmente si avrà: 


KK b = 2 A — , 
m 2 


KK e = 2 A — • 


Innalzando a quadrato e sommando questi valori, si ha: 


KKa- 


^2 


kkc + kk; = 


4 A 


Le espressioni delle distanze dei punti essimediane dai lati di -4-8(7 si otten¬ 
gono ugualmente con facilità. Indicandole con d a , d b , d c , esse sono: 

—2 a A 2 & A 2cA 


d a = 


ò 2 + c 2 — a 2 ò 2 -f- c 2 — a 2 ò 2 —c 2 — a 2 ’ 

2 a A — 2 ò A 




a 2 _ C' 


= ecc. 


a 15 — ò 2 -f- c 2 

Dàlia figura 60 si ha ancora: 

ck 1 ; ck % = pz ; 4z. 

Conduciamo da /T 2 la K % B l perpendicolare su CA e da K x la K X A X perpendico¬ 
lare su BC. Essendo i due triangoli K X CA X , C4Z, simili, è: 

K x C\CA x = CA\AZ 

ossia : 

K x C\a = b\2AZ. 

Cosi pure i due triangoli K 2 CB X , CBZ essendo simili danno: 

K X C\ CB X = CB ; BZ 

K 2 C \b = a\ 2 BZ. 


ossia : 


Si ha cosi: 

da cui: 

Si avrebbe ugualmente: 


K X C.AZ= — ab = K X C. BZ 

z 

k x c\k 2 c=bz\az. 


K Z B \ K X B = AY\ CY 
K 2 A\K z A=CX\BX 

18. Se nel triangolo ABC descriviamo il cerchio di diametro HO e sono a n 
b n c x i punti in cui esso interseca le tre altezze , e a 2 , b 2 , c 2 ipunti in cui interseca 
le tre mediane (fig. 42), i triangoli ABC, a 1 b 1 c 1 , a 2 b 2 c 2 hanno in comune ( l ) il punto 
di Lemoine K. 

Infatti, siano P, Q, R i punti in cui le mediane AA\ BB\ CC' intersecano il 
circoncerchio di ABC e P', Q', R' i punti in cui lo intersecano le simediane 
AR } BSj CT . Le rette PP\ QQ’, RR' saranno parallele ai lati BC, CA , AB ri- 


(1) Confr. Mathéiit, X. 
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spettivamente. Ora, il circoncerchio di ABC ed il cerchio che passa pei punti 
B , H, a % , C sono simmetrici rispetto al lato BC\ e lo stesso sono rispetto alle 
rette AA’ e FA'. Dunque anche i punti a t e P 1 sono simmetrici rispetto a BC 
e quindi a 2 P } è parallela ad Aa x . Per conseguenza le rette omologhe dei due 
triangoli simili ABC\ si segano secondo uno stesso rapporto. Il loro punto 

d 7 intersezione è dunque il centro di similitudine dei due triangoli, e siccome 
appartiene pure alle simediane, cosi coincide col punto di Lemoine K. 

13. Chiamiamo al solito D y E, F i punti di contatto dell 7 incerchio del 
triangolo fondamentale ABC coi lati di questo, e consideriamo il triangolo DEF 
qual triangolo fondamentale. 

I punti A , B , C ne sono allora i punti essimediani o punti associati al punto 
di Lemoine K. 

Indicando con D l , E l , F x i punti di contatto dell 7 incerchio di DEF coi lati, 
e considerando il triangolo D x E x F ly le tre rette AD X , BE ly CF X concorrono 
nel punto di Lemoine di esso. Così pure continuando a considerare i triangoli 
cosi formati, le rette AD % , BE 2 , CF 2 concorrono nel punto di Lemoine del 
triangolo D 2 E 2 F 2 , le rette AD 3ì BE 3y CF 3 concorrono nel punto di Lemoine 
del triangolo D 3 E 3 F 3 . 

Conducendo le altezze AX, BY, CZ nel triangolo ABC\ se con K\ K'\ K'" in¬ 
dichiamo i punti di Lemoine dei triangoli AYZ , BXZ , CXY, si vede che il 
punto K è il punto medio delle perpendicolari condotta da K' su BC, da K' } su 
CA, da K'" su AC. 

14. La somma dei quadrati delle distanze del punto di Lemoine K del trian¬ 
golo ABC dai tre lati di questo è un minimo . (*) 

Indichiamo con d x , d 2 , d 3 le distanze di un punto qualunque del piano del trian¬ 
golo ABC dai lati di questo. Sussisterà sempre la relazione : 

{d?+d 2 *+d t *)(a* +V + c 2 ) - {ad x + bd 2 + cd s )=(bd 3 - cd 2 ) (cd x - ad 3 ) 2 + {ad 2 -bd x y. 

B primo membro di questa identità è un minimo quapdo lo è il secondo. Ma 
tanto (a 2 H- ò 2 4 - c 2 ) che (ad x -h bd 2 4 - cd 3 ) sono invariabili, per cui ( d x 2 4 - d % 2 4 - d 2 3 ) 
è un minimo quando il secondo membro dell’identità diventa zero. 

Essendo questo secondo membro una somma di tre quadrati, esso diventerà zero 
solo quando ciascun termine della somma è zero. Sarà cioè: 

bd x — ed 2 - cd x ad 3 ■ ■ ad 2 bd x • 0 

ossia ricavasi per condizione: 

d\ d 2 d 3 
a b c 

( l ) Questo teorema è dovuto ad Hossahd, Nouv. Annalet de Maihem ., 1848; ma esso era già stato 
«egnalato da Lhuilier, Elém. d'Analyae , 1809. Trovasi pure implicitamente enunciato da G-auss a 
proposito del metodo dei minimi quadrati. È pur dimostrato da Iahto nel Math. Eepos. of Le - 
òourn, vecchia serie, III, 71- 
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Dunque il punto pel quale la somma dei quadrati delle distanze dai lati del 
triangolo è un minimo è quel punto le cui distanze da questi lati sono propor¬ 
zionali ad essi. E poiché abbiamo dimostrato (num. 9) che le distanze del punto 
di Lemoine dai lati del^triangolo sono proporzionali ai lati di esso, cosi il punto 
in parola sarà il punto di Lemoine. 

15 . Le rette che uniscono i punti medi dei lati di un triangolo ai punti medi 
delle altezze corrispondenti s'intersecano nel punto di Lemoine di tal triangolo . (*) 
Infatti, conduciamo per K, negli angoli A, B , <7, le rette NN', PP', MM' anti¬ 
parallele a BC, CA, AB rispettivamente. Esse sono uguali fra di loro e divise 
da K in parti uguali (num. 5). I loro estremi sono dunque su di uno stesso 
cerchio. Queste rette poi sono diagonali nei rettangoli PM'P'M, MN'M'N, 
AP'N'P inscritti in ABC . 

Ora, essendo il punto medio di M'P sulla mediana AA', il punto K sarà sulla 
mediana del triangolo A’AX. 

16 . La simediana interna e quella esterna condotte da uno stesso vertice sono 
raggi coniugati armonici del fascio formato da esse e dai due lati del triangolo che 
concorrono in quel vertice . 

Poiché si ha: 

br : cr = Za 2 : To' = br* \ cr' 

i punti B, R, C, R' formano una punteggiata armonica, ed i due raggi AR, AR » 
che passano pei due punti R , R’ sono coniugati armonici rispetto ai due raggi 
AB, AC che passano pei due punti B e (7. 

D punto R', piede della essimediana condotta da A è polo di AK X rispetto al cir¬ 
concerchio di ABC , giacché AR' è tangente in A a tal circoncerchio (fig. 60). 
Essa è dunque polare di A . Ora essendo BR' la polare di K v , sarà R' il polo di 
AK V Lo stesso diremo per S' e T' che sono poli di BK % e CK S rispettivamente. 
Deduciamo da ciò che la retta passante pei tre punti R', S', V è polare di K 
rispetto al circoncerchio di ABC, giacché se le rette AK X , BK 2 , CK Z passano 
pel punto K, i loro rispettivi poli R', S', T' sono sulla polare di tal punto K. 
La retta R'S'T' è la retta di Lemoine. (*) Essa è perpendicolare alla retta che 
unisce il punto di Lemoine del triangolo al circoncentro di questo. 

La retta R'S'T 1 è pur detta la polare trilineare di K ed anche la retta armoni¬ 
camente assodata al punto K. 

11 . Proiettiamo il punto di Lemoine K di ABC sui lati di questo in K a , 
K b , K c . H triangolo K a K b K 0 ha K per baricentro (fig. 63). 

Completiamo il parallelogrammo determinato dai due segmenti KK a e KK b . La 

(*) Questo teorema fu enunciato da Schlòmilch, Eserciti d'analisi, I, 8 88. 

( 3 ) Nome datale dal Neubero. Come si è già visto (vedi nota II) la conica isogonale dell» 
retta di Lemoiku rispetto al triangolo è un 'ellisse detta di Steiner. Il suo oeutro ooinoide col 
baricentro Q del triangolo ABC e essa passa pei vertici A, B, C di esso. 
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diagonale KK* biseca naturalmente la seconda diagonale LM , per cui la retta 
K C K che passa pel punto K c e pel punto medio del lato opposto K a K b è una me¬ 
diana del triangolo K a K b K c . 

Lo stesso può dirsi per le rette KK a e KK b . Dunque il punto K, che è il punto 
d’incontro delle mediane K a K b K 0 è baricentro di esso. 

Può osservarsi nella stessa fìg. 63 che i lati del triangolo fondamentale ABC 
risultano rispettivamente perpendicolari a quelli di KK a K', e poiché son perciò 
simili, si ha: 

KK a ; K a K = BC \ AC. 


Ma le distanze del punto di Lemoine da due lati del triangolo sono proporzionali 
a quei due lati, per cui è pure : 


KK a \KK b = BC\ CA. 

È dunque: K a K' = K b K 

Se con A s indichiamo l’area del triangolo RST determinato dai piedi dellk 
tre simediane, si ha: 


12 A 3 

4 ~ (a* -b ò* 4- c 2 ) 2 * 

18. Le rette condotte pel pun¬ 
to di Lemoine, parallelamente ai 
lati del triangolo e limitate ad es¬ 
si, diconsi parallele di Lemoine 
del triangolo. 

Se nel triangolo ABC condu¬ 
ciamo le parallele di Lemoine 
DE', J E&, FD', i sei punti che 
esse determinano sui lati del trian¬ 
golo fondamentale appartengono 
ad uno stesso cerchio ( l ) il cui cen¬ 
tro è il punto medio del segmento 



che unisce il circoncentro al pun¬ 


Fig. 62. 


to di Lemoine. 


Essendo AFKE' un parallelogrammo (fig. 62), il punto U, intersezione delle sue* 
diagonali, sarà il punto medio di FE'. Ma AUK è simediana di ABC, per cui 
FE è antiparallela a BC ed a EF'. Ugualmente ED' è antiparallela a DE' 
e DF' lo è ad FD'. 


0) E. Lemoine, Congresso di Lione , 1873. Veggasi la Bua memoria: Su qualche proprietà di un 
punto rimarchevole del triangolo . Questo stesso cerchio fu più tardi ritrovato da Tuckeb indipen¬ 
dentemente dalle rioerohe di Lemoine, e gli diede il nome di Triplicate ratio cercle. Veggasi la 
sua memoria: The triplicate ratio cercle nel Quarterly Journ. of Mathem XIV, 1883, nonché l’al¬ 
tra sua memoria: A group of circles. nello stesso periodico, XX, 1884. 
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Ma se tre rette sono rispettivamente antiparallele a tre altre rette, i sei punti 
da esse determinate sui lati del triangolo fondamentale sono su di uno stesso 
-cerchio, quindi i sei punti D, D', E, E', F , F' sono conciclici. 

Conduciamo ora la OA. Essa riuscirà perpendicolare ad FE. 

Sia T x il punto medio di OK. La T X U è parallela ad OA e quindi perpendi¬ 
colare ad FÉ' nel suo punto medio £7, per cui il centro del cerchio passante F 
ed E 1 giace su T x U. 

Per analoga ragione questo centro giacerà su TV X , dove V x è il punto medio di 
DF'. H punto T x è dunque centro del cerchio passante pei sei punti suddetti. 
Questo cerchio è chiamato primo cerchio di Le moine. 

Chiamasi poi esagono di Lemoine ( J ) l’esagono determinato dai sei punti D, D', 
JE7, E', F, F'. I sei triangoli determinati dal punto K e da ciascuno dei lati 
dell’esagono sono simili al triangolo fondamentale ABC. 

Il perimetro p di questo esagono è espresso da: 


a 3 -f- ò 3 -f- c 3 3 abc 

Pl= a ! + ò 2 + c* ’ 

e la superficie A i di esso è: 

. a 4 -f- b 4 -f- c 4 -f- a 2 b 2 -f- ò 2 c 2 -b c ? a 2 

A; = A - • 

(a 5 + fe s + c*) 1 

Poiché il primo cerchio di Lemoine determina sui lati del triangolo ABC 
dei punti che sono simmetrici, è: 

AF : FF' : FB = ò 2 : c 2 : a 2 
BD:DD':D'c=c*:a 2 
CE : EE : E A = a 2 ; ò 2 ; c*. 


19 . Dall’essere DF' ed FE antiparallele a CA e CB (fig. 62) e dall’essere 
DE' parallela ad AB, risulta : DF = FE\ Si ha cosi : 


per cui: 


BF 
BD' 

BF 

c 


BA 

BC 

BD' 


AF _ 

7 ’AE ~~ 

AF' AE 


CE' 


CD 


a c 

Da queste uguaglianze ricaviamo: 


CE' 

b 


CD'= 


ab 2 


ra* 


BD = 


ac * 


m 


2 » 


BF' — 


ca- 


m 


2 > 


CD 


AF = 


cò 2 


m 


t ’ 


AE' = — 1, CE= S-P = -4 (a* 4- c*) f 

m- m 2 m 2 


( l ) Se con d, d', e, e’, f, / f indichiamo i lati di questo esagono, è: 

d _ = e _ = / = /' ‘ 

sen(.4 —co) senw sen(IJ —co) sen a) sen (C—to) seno) 
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e valori analoghi per AE e CD. 

BD '=^r (“* + *')> 

m 


e valori analoghi per AF' e AE\ 

Si ha poi ancora: 

a 3 ò 3 

DD'=—, EE' = — , FF 1 

m 2 m 2 

per cui è: 

a 3 h 3 c 3 

DZ)' . EE '. i? 7 ^' = f- ■ . 

(ra 2 ) 3 


c 3 

m 2 ’ 


Dalle precedenti uguaglianze deduciamo che i segmenti DD', EE', FF' sono pro¬ 
porzionali ai cubi (*) dei lati del triangolo dato . 

20. Se su ciascuno dei lati di un triangolo o sui loro prolungamenti pigliamo 
una delle coppie di punti DD', EE', FF' tali che ciascuna coppia sia su di uno 
stesso cerchio con ciascuna delle altre due, le tre coppie appartengono allora allo 
stesso cerchio. 

Supponiamo che ciascuna delle quaterne di punti DD'EE', EE'FF', FF'DD' sia 
su di uno stesso cerchio (fig. 62). Sarà: 

AE. AE' = AF. AF, 


e quindi A è sull’asse radicale dei cerchi DD'FF' e DD'FF'. Ma l’asse radi¬ 
cale di questi due cerchi è la loro corda comune DD', come gli assi radicali 
delle altre coppie sono EE', FF', quindi quei sei punti sono sullo stesso cerchio. 

21. I punti medi dei lati del triangolo ortico XYZ del triangolo fondamen¬ 
tale ABC siano X', Y', Z'. Se conduciamo le X' T, X'Z', Y'Z' e le prolunghiamo 
ad incontrare i lati del triangolo fondamentale, i sei punti che cosi si determi¬ 
nano appartengono allo stesso cerchio. 

La X'Y' incontri BC in U e CA in V', la Y'Z incontri CA in V e AB in 
W' e la Z'X' incontri AB in W e BC in U'. 

Le rette X'W, X'Z sono ugualmente inclinate su AB, per cui X'W è parallela 
a XZ ed è: X'W= X'Z = X'Y. Dicasi lo stesso per X'V'. 

I punti WZYV' sono dunque sullo stesso cerchio. 

Ora W'V' è antiparallela a ZY q quindi anche a VW. Allo stesso modo W'U 
è antiparallela a WU' e VU' è antiparallela ad UV'. I sei punti UU'VV'WW' 
sono così sullo stesso cerchio. 

22. Le insimediane condotte da A, B, C, incontrino II circoncerchio di ABC 
rispettivamente in R l , 8 l , T ,. Il triangolo R ì S l T l ha le stesse simediane del 
triangolo fondamentale ABC . 

(i) E questa la proprietà ohe suggerì al Tucker il nome a Triplicate ratio-cercle. 
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Dal punto di Lemoine K conduciamo le perpendicolari KK a , KK b , KK C sui lati 
BC, CA, -4P del triangolo fondamentale. Descriviamo i triangoli K a K b K 0 e 
(fig. 68). 

Poiché i punti BK a KK c appartengono ad uno stesso cerchio, gli angoli KK a K c , 
KBK C , 8 X BA, S^iA sono uguali fra di loro. 

Allo stesso modo essendo i punti CK a KK b sullo stesso cerchio, saranno fra di loro 

uguali gli angoli KK a K b , KCK b , T X CA, l\R t A. 
Dunque i due angoli K b K a K c , S l R l T 1 sono fra 
di loro uguali. 

Così pure risulteranno uguali gli angoli K a K b K c 
e R l S l l\ ed anche gli angoli K b K c K a e 8 1 T l R l . 
I triangoli K a K b K c , R X 8 X T X sono dunque diret¬ 
tamente simili. 

Ma dall’essere uguali fra di loro le coppie d’an¬ 
goli KK a K CÌ KR& e KK a K b , KR Ì T x risulta 
che il punto K considerato come appartenente 
al triangolo K a K b K c corrisponde al suo isogonale 
nel triangolo R l S l T l -, e poiché K è baricentro 
del triangolo K a K b K c , è pure punto di Lemoine 
(num. 4) del triangolo Ri8 x 
23. Se facciamo passare un cerchio per ciascuna delle coppie di vertici del 
triangolo ABC e pel suo baricentro O , i centri O n 0 2 , 0 3 di questi cerchi de¬ 
terminano un triangolo il cui punto di Lemoine è baricentro di ABC ed il cui 
baricentro è circoncentro (*) di ABC. 

I cerchi 0 2 , 0 3 seghino BC in E ed F. Conduciamo AG che incontri PC* nel 
suo punto medio A 1 e conduciamo ancora 0 2 P, 0 3 Q perpendicolari a BC. Avremo : 



cioè: 


A'B . A'F = A A . AG = A'C. A'E 
A'F= A'E, A'Q = P'P. 


Ora, OA ' è perpendicolare a BC nel suo punto medio A, per cui OA' passa pel 
circoncentro di ABC e biseca 0 2 0 3 , ossia è una delle mediane del triangolo 
0 3 . 

Ugualmente si dirà di 0 2 B' e 0 3 C'. Dunque, il punto 0, che è circoncentro di 
ABC è baricentro di 0 l 0 % 0 3 . 

Se per A conduciamo le perpendicolari alle mediane AG, BG, CG tali perpen¬ 
dicolari formeranno un triangolo UVW i cui vertici saranno sui cerchi O l , 0 2 , 0 3 
rispettivamente, e che sarà simile al triangolo 0 1 0 2 0 3 . 

I triangoli 0 l 0 i 0 3 ed UVW avranno anch’essi G per centro di similitudine • 


(>) Synthetische betoeise pianini . S&tst, 1890. 


V 
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ma UVW ha G per punto di Lemoine, per cui 0i0 2 0 3 ha il punto G per punto 
di Lemoine. 

94. 1 triangoli E’AF, F’BD, D'CE (fìg. 62) sono insieme uguali al triangolo 
DEF o al triangolo D'E'F'. 

Si ha infatti: 

AE'F = -i- AEKF = EKF, DBF' = 4 BF'KD = FKD, 

2t 2, 

D'EC = ì CD'KE = DEE 
2ì 

e quindi: 

AE'F + DBF 1 + D'EC = DEF = D'E'F'. 

95. L'asse radicale del drconcerchio e del primo cerchio di Lemoine del trian¬ 
golo ABC è la retta di Pascal dell'esagono di Lemoine. 

Infatti la FE' incontri BC in X. Essendo i punti B, F, E', C su di uno stesso 
cerchio, sarà: 

BX . CX = FX . E 'X. 


Quindiil punto X ha ugual potenza rispetto al circoncerchio ed al primo cerchio 
di Lemoine, per cui è un punto del loro asse radicale. 

Se dunque DF incontra CA in Y ed ED' in Z, i punti Y e Z appartengono 
all’asse radicale, per cui la retta XYZ è l’asse radicale. 

Questo stesso asse è poi polare di K rispetto al primo cerchio di Lemoine. 

Chiamando D l , E n F x rispettivamente le intersezioni delle coppie di rette 
DE, F'D '; EF, D'E', FD, E'F', i triangoli ABC e D ì E l F l sono simili ma 
inversamente situati. 

Basta infatti osservare che gli angoli E'E^, E'F'E, ecc. sono uguali per essere 
uguali gli archi di cerchio corrispondenti. 

96 . Le antiparallele ai tre lati d'un triangolo ABC passanti pd suo punto di Le ¬ 
moine K determinano sui tre lati sei punti che appartengono ad uno stesso cerchio .(*) 
Pel punto K conduciamo le EF', FD', DE', rispettivamente antiparallele ai lati 
del triangolo ABC. Il punto K è punto medio di ciascuna di queste antipa¬ 
rallele. Inoltre gli angoli BAC (fìg. 64) DD'K\ D'DK sono uguali, per cui è: 

KD = KD'j DE = FD', DE' = EF ', 


cioè i punti D, D', E, E', F, F' sono equidistanti da K e sono perciò su di 
uno stesso cerchio di cui è A' il centro. 

È questo il secondo cerchio di Lemoine. 

Se indichiamo con d la comune lunghezza dei segmenti DE', FD', EF', è: 


(«) 


d = 2 


abe 

m 2 


(>) E. Lemoine, Congresso di Lione, 1878. L’esistenza di questo oerohio e dei sei punti pei quali 
esso passa furono però fin dal 1865 segnalati da Stefano Watson che ne diede inoltre l’equazione 
del diametro in funzione dei lati. Veggasi Lady’s and Qsntleman*s diary 'pel 1805 e 1866 (Mackay). 
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i 

27. E centro del‘secondo cerchio di Lbmoine è punto di Lemoine del trian¬ 
golo fondamentale. 

Essendo infatti EFD' —= XAC (fig. 64), anche i loro complementi saranno uguali, 
cioè sarà: D'FB = ACX. 

/\ 

Quindi D'F è antiparallela a CA rispetto a I?, E'D e antiparallela a AB ri- 
spetto a Cy e F'E è antiparallela a BC rispetto a A. 

Ma essendo queste antiparallele bisecate dal centro del secondo cerchio di Le¬ 
moine, questo punto è dunque anche il punto simediano. 

Dalla fig. 64 si ha ancora: 

DÈF = DDF = A Ì DFD = ÉÈ'D = B 



e quindi i due triangoli EFD Ì ABC sono di¬ 
rettamente simili. 

Ugualmente il triangolo D'EF' è diret¬ 
tamente simile ad ABC. Dunque i due 
triangoli EFD , E'F'D' sono direttamente 
simili. 

2§. Sia D il diametro del circoncerchio 
di ABC e d il diametro del cerchio passante 
per D, E, F..... Dalla (a) del num. 26 
si ha: 

1 

d 2 abc 


E poiché si ha pure: 


J_ _ 4A 

D 2 aòc 


cosi innalzando a quadrato e sommando si ha, 

1 1 m 4 -j- 4 A 1 1 1 

d ì — 4 a s 6 t c « — ^ + 6» + c J 


Prolunghiamo CB e pigliamo 2?Q = CX. Descriviamo il cerchio che passa pei 
tre punti A 1 C, Q (fig. 64), ed il prolungamento di AB incontri questo cerchio 
in P. Si avrà: 

AB 2 = BC 2 + CA 2 — 2 BC. CX 

= W i +CA 2 — 2BC.BQ = BC 2 +CA i —2AB.BQ 

per cui è: 

2 AB . BP = BC* + CA 2 — AB 2 
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ed aggiungendo 2 AB 2 ai due membri di questa uguaglianza: 

2 AB. AP = GB 2 + Cd 2 + AB* 


e quindi: 

À D a 2 b* -f- c* m % 

2 c 2 c 

Ma si sa che è: 

EF\CZ=AB\AP 

per cui si ha: 

w 

"u 

II 

i 

Dunque: 

2 A , 

—— = — — ed EF = 4 e - 
EF 2 c 

Si ha in ultimo: 

D'F\ EF=AC\ AX 

cioè : 

D'F = 4 c -A ==b ; — 
m* a 

dà cui ricaviamo: 



che è Vespressione che ci dà la lunghezza del diametro del secondo cerchio di Ee- 
moine in funzione dei lati del triangolo fondamentale . 

1 segmenti DD', EE T , FF' intercetti dal secondo cerchio di Lemoine sui 
lati del triangolo fondamentale ABC sono proporzionali ai lati di questo. 

Infatti, il triangolo DD'E' essendo rettangolo dà: 

DD' =® DE 1 cos D'DE' = DE' cos A. 


Allo stesso modo si ha: 

EE' = EF' cos B, FF' = FD' cos C 

e poiché, come si è visto, è: DE' = EF' = FD' 1 è: 

DD' EE' FF' 

cos A cos B cos C 


Si è per quésta proprietà caratteristica che Tucker aveva dato a questo cerchio 
il nome di cerchio del coseno . 


il 
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IX. 

Punti e cerchio di Brocard. 
Quadrilatero ed esagono armonico 


1. L’origine delle ricerqhe relative ai punti ed al cerchio di Brocard devesi 
al seguente problema: 

Determinare nelV interno del triangolo ABO un punto Q tale che gli angoli QAC, 
QCB, QBA siano uguali . 

Chiamando co l’angolo domandato, si ebbe: 

sen 3 a) = sen (A — co) sen ( B — co) sen ( C — o>) 

Oltre al punto Q fu trovato che esisteva un altro punto Q' pel quale pure gli 
angoli Q 'AB, Q'CA sono uguali. H valore comune di essi era ancora co. 

Le rette AQ , AQ' ; BQ , BQ 1 ; CQ, CQ' sono simmetriche rispetto alle bisettrici 
interne del triangolo dato e s’intersecano in tre punti A\ 1 B\, C\ vertici di 
triangoli isosceli simili aventi l’angolo co per angolo alla base. H triangolo 
A\B\C\ è inversamente simile al triangolo fondamentale ABC, I triangoli - 
BCA \, ABC \, CAB\ sono poi simili ed il loro rapporto di similitudine è dato 
dal rapporto dei lati del triangolo ABC. ( l ) 

Il Brocard nel determinare questi punti propose chiamarli punti segmentati 
giacché risultanti dall’intersezione di sei segmenti descritti sui lati di ABC 
quali basì e capaci dei supplementi degli angoli adiacenti. ( 2 ) Il Neuberg pro¬ 
pose invece di chiamarli punti di Brocard. Il punto Q, come abbiamo già detto 
(§ HI) è il primo punto o punto retrogrado o punto positivo di Brocard: il 
punto Q' è il secondo punto o punto diretto o punto negativo di Brocard, 

Se internamente al triangolo ABC e prendendo ciascuno dei suoi lati per base 
costruiamo dei triangoli isosceli simili, i loro vertici A\ B\ C' formano un trian¬ 
golo che non è simile al dato che nei casi seguenti: 

1° allorché l’angolo alla base dei triangoli isosceli è nullo: i punti A\ B\ 

C' sono allora i punti medi dei lati ABC ; 

2° allorché quest’angolo è uguale a co. 

Nel primo caso il circoncerchio di A'B'C' è evidentemente il cerchio di Feuer¬ 
bach: nel secondo caso è il cerchio di Brocard. 

2. Dalla definizione stessa di cerchio di Brocard si può dedurre che esso 


( l ) NouveUes Annales de Mathem., quesito 1108, voi. XIV, 1875. 
(*) Nouvelle Correspondance MathSmatique , voi. Ili, pag. 109. 
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è il luogo dei punti di Lemoine dei triangoli simili circoscritti al triangolo 
ABC. Tal cerchio contiene come vedremo, il punto di Lemoine di ABC, il 
circoncentro, i punti Q e Q' ( l ) ed i punti d’intersezione delle rette che uni¬ 
scono Q e Q' ai vertici A f B, C. E perciò che esso è pur chiamato cerchio dei 
sette punti . Il suo diametro è la retta OK\ chiamata appunto diametro di BRO¬ 
CARD. (*) 

Se indichiamo con P x , P 2 , P 3 i punti in cui il diametro di Brocard interseca 
le parallele di Lemoine, le rette AP S , BP X , CP % s’ intersecano sul cerchio nel 
primo punto di Brocard, e le rette AP t , BP Z , CP X s’intersecano nel secondo 
punto di Brocard. 

Le rette AP X , BP Z , CP 3 s’intersecano a loro volta in un punto che è il coniu¬ 
gato isotomico del pulito di Lemoine. 

Conducendo dal circoncentro 0 del triangolo ABC le perpendicolari ai lati, 
tali perpendicolari segano il cerchio di Brocard in tre punti A x , B x , C x che 
determinano un triangolo A X B X C X detto primo triangolo di Brocard. 
Conducendo nello stesso triangolo ABC le simediane, esse segano il cerchio di 
Brocard in tre punti A 2 , B tì C 2 che determinano un triangolo A z B % O t detto 
secondo triangolo di Brocard. 

Se nella figura 62 consideriamo i due triangoli DEF e D'E'F, vediamo che 
il primo ha K e Q per punti di Brocard e che il secondo ha Ke Q 1 per punti 
analoghi. Vediamo inoltre che le rette -4Q, BQ, (7Q, sono rispettivamente pa¬ 
rallele ai lati del triangolo DEF , e le rette AQ\ BQ\ CQ sono rispettivamente 
parallele ai lati di DEF\ 

8. I sette punti del cerchio di Brocard possono determinarsi ( 3 ) basandosi 
svile proprietà di tre figure omografiche. ( 4 ) 

I lati AB, BC, CA possono considerarsi quali lati omologhi di figure simili. 
Le perpendicolari nei loro punti medi s’intersecano in uno stesso punto 0 che 
appartiene quindi a due cerchi. Se le perpendicolari incontrano il cerchio in 
tre punti A 1} B x , C x questi possono considerarsi quali punti fissi ed omologhi. 
Per tal ragione le rette AC X , BA X , CB X sono omologhe e fanno dunque ugual 
^angolo coi lati AB, BC, CA, Tali rette si segano in uno stesso punto del cer¬ 


to Come si è visto nella Nota II i pnnti Q e Q 1 sono fuochi di una oonioa inscritti! ad ABC, 
tangente ai lati di questo nei piedi delle simediane, 

(0 Poiché il diametro di Brocard contiene il oiroonoentro O di ABC la oonioa ad esso isogo¬ 
nale é un’ iperbole equilatera (veg* Nota II). Se il diametro di Brooabd incontra i lati di ABC nei 
pnnti P a , Pij, P 0 , questi saranno isogonali ad A, B, C ohe sono sull’iperbole* Il baricentro tes¬ 
sendo isogonale a K, apparterrà all’iperbole. 

( 8 ) Questo modo di determinazione dei sette punti del cerchio di Brocard è dato dal Brocard 
«tesso, Congresso &’Algeri, 1861. 

( 4 ) È noto il teorema seguente: date due figure omografiche in uno stesso piano , per qualunque 
posizione di esse esistono in generale tre punti che considerati come appartenenti alla prima figura, 
sono essi stessi i propri omologhi nella seconda. Due di questi punti possono essere immaginari , il 
terso è sempre reale. — Aperta Eistorique di Charles, pag. 884. 




Digitized by t^ooole 



164 


chio; Lo stesso succederà delle rètte C x B r A X C, B X A ohe quindi formano uno 
stèsso angolo con BA X CB i AC Quest’angolo* che è lo stesso pei due fasci} è 
l’angolo di Broca&x) co del triangolo. Anche le tre rette omologhe C x B y A x Cf 
B t A formano un lascio ed il loro punto d’incontro è sul cerchio. 

Condheèndó poi pei tre punti fissi A XÌ B XÌ Q x le parallele ai lati BC, AC , AB y 
si ha un fascio di altre tre rette analoghe che passano ancora per uno stesso 
punto K del cerchio. Questo plinto cosi ottenuto è diametralmente opposto ad 0. 
Si hanno cosi i sette punti del cerchio di Brooard. 

I tre triangoli isosceli A^BC, C X AB , B X AC Sono simili. 

4. Indichiamo con A XÌ B XÌ C x i punti in cui il cerchio di Brooard sega le 



parallele a BC, CA, AB condotte per K. Le rette ACj, BA n GB X s’intersecano 
svi cerchio nel primo punto di Brooard e le rette AB 1? BC l7 CA X s'intersecano 
ugualmente sul cerchio nel secondo punto di Brooard. 

Infatti, l’angolo OA x K è retto (fig. 65) e quindi OA x è perpendicolare aJ5C7 nel 
suo punto medio A'. Ugualmente 0B X e 0C X intersecano i lati CA e AB nei 
rispettivi punti medi B' e C\ . 

Ora le BA X e CB X s’intersechino nel punto Q : conduciamo le AQ e CQ. Sarà: 

A X A' \BA' = 2. KK a \ BC 
A x A 1 : BA' = 2 . KK b \ CA (») 

A X A' : BA 1 = B X B' ; CC\ 

I due triangoli A X BA' e B 1 CB Ì sono dunque simili, per cui gli angoli BA X A\ 
CB X B\ OB x Q sono uguali. Si vede da ciò che i punti Q, A x , B x , C x ed 0 ap¬ 
partengono allo stesso cerchio. 

(i) Come sempre indichiamo con *«, , Ec le proieùoni di K sni lati a, b, e rispettivamente» 
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Ha gli angoli A l QC l , A l KC l , ABC sono supplementi dell’angolo AQB, quindi 
A,Q,C Ì sono su di una stessa retta, cioè AC X , BA X , QB X s’ intersecano in Q sul 
cerchio di Brocard. 

Allo stesso modo si dimostra che AB XÌ BC X1 CA X ^intersecano nel punto Q f dpi 
cerchio di Brooard. 

Dall’uguaglianza d’angoli: 

Q A X K= QBC=m(a = Q'CB=Q!A X % 

segue che i due punti Q e fi' sono equidistanti dal punto di Lemoinb K e che 
IfL vetta QQ 1 è perpendicolare ad DK nel suo putito medio. 

.5. Il triangolo QOQ' $ isoscele . Infatti gli angoli SJOQ' e QBQ' sono uguali. 
Ha il secondo è esterno ad AB x Ced è quindi uguale a 2co: è dunque: QOQ' = 2co. 
Oli angoli inscritti Q OK e QB X K sono uguali; ma poiché B X K è parallela ad 
AC y è: QB x K=iù. Ora OK è diametro del cerchio, quindi OK è perpendico¬ 
lare a QQ 1 ed il triangolo QQQ' è isoscele. 

6. I due triangoli AC X B e AKB sono equivalenti, essendo C X K parallela 
ad AB. Le due tqpnp di triangoli isosceli sibili AQ X & } AB X P 1 CA X B e AKB t 
AKC , CKB hanno quindi per qompio delle «pperflci jugtjflJi alla superficie del 
triangolo fondamentale ABC. 

figliamo ora, ad esempio, il triangolo AP X §- L’altezza corrispondente ad AB 
è espressa da: 

^ABtgv, cioè: -ì etg*>; 


la sua area è dunque espressa da: 


Si deve quindi avere: 


1 1 * A 

Ti'»* 

rrrrrj— $Cj> 


ossia: 


cotg (l> : 


«* + ò* H- c‘ 

AA 


(«) 


Questa espressione ammette però alcune trasformazioni. È infatti: 

i>* c* — a* 


eoa A — 


2 òc 


ma essendo: 

si deduce: 


COtgili 


. òc 

cos A b* -+• c* — a 9 ò* -f- c* — a % 

seni. *** ’ 2 òcsen A *** 


4 A 
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Cosi pure si avrebbe: 

cotg j B = 


ò 2 


cotg C = 


+ c 2 


4 A 7 4 A 

Sommando queste tre espressioni membro a membro si ha: 

ò 2 -f- c 2 


4 A 


cotg A -j- cotg B + cotg C = ■ 
e per la (a) si conclude : ( l ) 

cotg A -h cotg B 4- cotg C = cotg a>. 

La precedente espressione deirangolo di Brocard può pure ottenersi diret¬ 
tamente dal confronto dei due triangoli BQ C e C QA. Si ha infatti da essi : 

a\.C Q = sen C\ sen Q 
CB ; b = sen (.A — co) ; sen A 

e dividendo e ricordando cbe i lati, di un triangolo sono proporzionali ai seni 
degli angoli opposti: 

sen A ; sen B = sen C sen (-4 — co) | sen A sen co 
sen (A — co) ; sen o> = sen 2 A ; sen B sen C 
sen (-4 — co) sen A sen (JB 4- C) 

sen A sen co sen B sen C sen B sen C 

cotg 0 ) — cotg A = cotg B 4* cotg C 
cotg co = cotg A 4- cotg B 4- cotg C. 

Possiamo rimarcare queste altre espressioni ( 2 ) dell’angolo co: 

cosec 2 0 ) = cosec 2 A 4- cosec 2 B 4- cosec 2 C 
sen 4 A 4- sen 4 B 4- sen 4 C 


cotg 2 co = 


2 sen A sen B sen C (sen 2 A + sen* B 4- sen 2 C) 

cotg co = tg A 4" cotg B 4- cotg C. 

- 

7 . Costruendo sui lati del triangolo ABC tre figure direttamente simili "Fi, F, y 
F 3 , le simediane del triangolo determinato da tre rette omologhe passano pei ver¬ 
tici del secondo triangolo di Brocard. • 

Indichiamo con àbc il triangolo così formato : essojè simile ad ABC. Indicando 
come si è detto con A % B % C % il secondo triangolo di Brocard, il punto A t è 
punto doppio delle due figure costruite su BA e A (7, e le rette òa, ac sono rette 
omologhe di queste figure. 

La retta a]A % divide l’angolo bac in parti che sono rispettivamente uguali a 
quelle in cui la retta AA 2 divide l’angolo BAC. Dunque la retta ai, è una 
simediana del triangolo abc ì e le altre due simediane sono bB 2 e cC % . 


(*) Espressione dovuta al Brocard. 

(*) prima di queste è del Nbubxso ; la 2* del Brocard e non credo ohe di essa siasi anoora 
data una dimostrazione diretta. La 8* ò data da GK Galdeako nella sua Qeométria generale. 
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I due triangoli ABC\ àbc sono simili ed il loro centro di similitudine è sul cer¬ 
chio di Brooard. 

Nel caso che queste tre figure siano triangoli isosceli, Tasse d’omologia dei trian¬ 
goli ABC e abc è perpendicolare alla retta che unisce il loro centro d’omologia 
al circoncentro di ABC. 

8. Prolunghiamo A y A' che è perpendicolare a BC e pigliamo A\A' = A y A' 
(fig. 66). La figura AC y A\B è un parallelogrammo. Si ha infatti: 

C y BA\ = C y BC= CBA V 

Ma poiché è: 

CBA\ = A 1 BC= co 

sarà: 

C y BA\ = C X BC= A V BC. 



Ora sappiamo che è vera la relazione : 

A y BC= C y BA = a) 

dunque : 

C X BA\ = C X BC + C y BA. 

I due triangoli rettangoli A X BA\ C l BC ì sono simili, ed hanno gli angoli A y BC, 
C X BA uguali fra loro ed all’angolo di Brooard (o, per cui danno: 


Ma è: 


a x b : c x b = ba' : bc = = « : c. 

2 2 

A X B = A\B) 
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dunque ; A'*B * == a I c. 

Ora, l’angolo formato da A\B e A\C è uguale all’angolo fermato da « e e, e 
quindi il triangolo BO x A' % è simile al triangolo ABC. 

Allo stesso modo si può mostrare ehe B 1 OA\ & simile ad ABC e che C x BA' t è 
simile a B x CA' t . Ma poiché è: -4 , t J5=4 , 2 (7, questi ultimi due triangoli sono, non 
solo simili, ma anche uguali, per cui è pure: B X A\ = C X B. Ora è: C x B= Ci A, 
per cui: B x A' t =C x A e CìA'j = B X C=B X A. La figura AG X A\B X b dunque un 
parallelogrammo. 

Il triangolo fondamentale ABC ed il suo primo triangolo di Brp$4&3 
hanno lo stesso baricentro G. 

Conduciamo A X A' e sul suo prolungamento pigliamo A'A' t = A'A x . 

La figura AC X A' % B X è un parallelogrammo (num, prec.) e le sue diagonali AA ' t , 
B X C X (fig. 66) si bisecano nel punto A\ , che è punto medio del lato B l C l del 
primo triangolo di Brooard. La retta A X A\ è dunque mediana del triangolo 
A x B i C i e del triangolo AA X A\. 

Ugualmente AA' è mediana del triangolo AA X A\ essendo A X A' = A' t A' per co¬ 
struzione. Si ha intanto: 

A X G = 2A' X G e AG = 2 A'G. 

Ma A A' è pur mediana di AB C, per cui G è baricentro di A X B X C X come lo è di ABC. 
Dall’essere il punto G baricentro ài ABC e di AiB x C x risulta: 

AG : A'G = 2 : ij A^G \ A\Q = 2 :1 

cioè : 

AG ; A'G A X G \ A\G. 

I triangoli A'GA' X sono dunque simili, e quindi è: A' % AG = A X AA\ ossia la 
retta A'A\ è parallela ad AA X . 

Allo stesso modo si prova che B'B\ è parallela a BB X $C'C' X è parallela a CC X . 
Dall’essere simili i due triangoli A'B'G\ A\B\C\ si deduce che sono simili 
anche i due triangoli A'B'C' e A\B\C\ e si vede che il primo triangolo di 
Brocard A X B X C X ha rispetto ad ABC la stessa posizione Che il triangolo A'iB? x C x 
ha rispetto ad A'B'C'. Dunque, giacché ledette AA X , BB XÌ CC X s’intersecano 
in un punto D, le loro rispettive parallele A'A' X1 B'B' Xì C'C' X s’intersecano in 
un punto D' che è isogonale a D ed è il centro d’omologia dei triangoli A'B'C' 
e A\B\0\. 

II punto iy è il polo della retta di Brooard SS@ f r isp et to si ceraio di Bro¬ 
oard, e che esso sia isogonale a D si prova facilmente. Consideriamo un ver¬ 
tice A x del primo triangolo di Brocàrd, il punto A' x medio del lato opposto ad 
A x ed il baricentro G. Questi tre punti determinano una punteggiata armonica 
di cui sia G' il quarto punto. Il fascio corrispondente a tal punteggiata $ che 
ha il vertice A per centro, è un fascio armonico. 
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Ora è: 


Ma è pure: 


per cui: 


A X G\A\G = QGp\A x (Bh cioè: 5 :1 — GG' \ A X G. 
2; l=~GH\GO 


GG' ; A X G — QH : GQ. 

La retta G'H è dunque parallela alla retta (70. 

9. Abbiamo determinato (Vili, num. 11) le lunghezze dei segmenti KK ai 
KK b1 KK e . Ora, dall’essere C{C' = KK 0) risulta RC X parallela ad AB e le C X C' 
9 KK e sono entrambe perpendicolari ad AB (fig. ,66). J3i ricava cosi facilmente : 


iiì - = VT + « , - 5 r^ 

Caliamo da B la perpendicolare BX x 43U AQ. I due triangoli AC X C' e ABX x 
che sono rettangoli e simili (è C X AC* = BAX x = co) danno: 

BX x G x O % 2 A 
BA " C,A ~y^’ 

per coi: 

BX l = 2A-|i. 

Vn' 

di*aagok» B&A è ugnale a 180° — S ed è: BQ'X l = B. Itriangoli ©OZ l e 2L4X 
sono simili e danno : 

BQ c _ ca 

= ~K~ 2 A ’ 


ed ugtulqieitfe : 


ca 

BQ^BX. =* -2f_, 

* y«< 


^j=r> 

\n 4 


ab * 

V«< 


firn cowdewwjai analoghe si ha : 

*0' = ^=, CQ' =■ BO' = -^- 

V «- 4 Vie* V*»* 

IO. Indichiamo rispettivamente con d x , d,, d 3 , d 1 ,, d* a le distanze ( l ) 

di Q e 8 f dai tre lati dèi triangolo ABC . Indicando con 0 X il piede della per* 
pendicolare calata da Q su BC, è: ^20 t == d x , eco. 


0) La distaine dei p$n£i di Bbocabd dai latj di -4B0sono atropo rionali ai rapporti di due lati. 
&• . • . d% : d a : d, ?» : -£■ : —- = c* ai a % b : 6* c 


Q r , • « . d't :d ( , :d'|x 


oca 

— : — : — =6*a: c*&: a*c. 
c # b 
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Dai triangoli simili BQ0 1 , AC X C' si ha: 

QO, C X C' 2 A 
BQ ~ C X A ~yj~< 

cioè : 

QOj = d x = 2 ac 2 • 

n 4 

Ugualmente si avrà: 

A A 

d 2 = 2a*b.— 1 d z = 2b'c-^ r - 
n 4 n 4 

Allo stesso modo se 0’ è il piede della perpendicolare d\ calata da Q' su BC y 
i due triangoli simili CQ'0' Xì AC X C' danno: 



Q'O', 

C,C' 

2 A 

da cui ricavasi: 

CQ' 

~ C X A ~ 

V n 4 

Così pure si avrebbe: 

Q'O 1 ! 

= <Z'j = 2 6 ! a 

A 

n 4 


d' i = 2c*b-^ r , =2a’oA- 

n 4 n 4 


Le espressioni di queste sei distanze ci danno: d l d % d 3 = d\d 1 ^d ' 3 . 

fi. Le rette che uniscono i punti medi dei lati omologhi dei dm triangoli ABC, 

AiB^! si segano in uno stesso pun¬ 
to S che è sulla retta DGh 
Infatti i due triangoli Q) AGA xy 
A'GA\ (fig. 67) sono simili (n. 8) 
e le rette AA X , A'A\ sono paral¬ 
lele. Ora, nel triangolo ABC le 
rette AA X , BB Xì CC X abbiamo vi¬ 
sto che si segano in uno stesso 
punto D ; dunque nel triangolo 
A'B'C', che è ad esso omotetico, 
le rette A'A' X1 B'B' ly C'C\ si 
segano in uno stesso punto S che è su DG, e si ha: DG GS = 2\1. 

Il pumto S è il punto medio della retta QQ\ 

Basta per render evidente ciò osservare che la distanza di 8 ad uno qualunque 
dei lati di ABC è metà della somma delle corrispondenti distanze dei due punti 
di Brooard 0 e Q\ Indicando con d $ tal distanza da BC y è infatti: 


A 



d x d\ 
d >=—— 


2 A a. 


c* H- ò 2 
2 n 4 


= A a 


6 8 + c 8 
n 4 


(*) Nella figura si è tralasciato di descriverli. 
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Siano 5 X , § 2 le distanze del vertice A l del primo triangolo di Brooard dai 
lati AC, AB del triangolo fondamentale ABC. 

Indicando con A'\ il piede della perpendicolare calata da A 1 su AC, i due trian¬ 
goli A 1 A" l C e CQO x risultano simili (fig. 66) e danno: 

8i_ A X C 

d x QC 

Ugualmente i due triangoli A X A'C e QO x C essendo simili danno: 

d x QC 

A X A' ~ A x C m 

Moltiplicando fra loro queste due ultime uguaglianze e riducendo si ha: 


A 

<?2 

Ugualmente si avrà: 


81 


A X A’ 

5* 


c* 

ab ’ 

ò 3 

abo 


ossia: 


8. 


8, 


A X A' 

C 3 

= 8» 


abc 


A X A' UUO Wj 

Indicando con D a , D bt D c i piedi delle perpendicolari calate dal punto D sui 
lati a, b, o, rispettivamente, le due coppie di triangoli simili DAD b , A X "A X A e 
DAD C , AA x A t '' danno (fig. 66): 


DD b 


AD 

AA X 


DD C 

8, 


AD 

lA x 


ossia: 


Similmente : 


DD b 

DD 0 


ÌL 

8* 


C 2 

Ò 3 


DD b 


DD C 


DD a ò 3 7 DD a c 
Queste tre ultime uguaglianze possono scriversi: 


DD a = 2A 


«4 » 


DD b = 2A 


&71 4 7 


jm = 2A 


a ? ò 9 


cri* 


giacché: 


a • DD a -j- & • DJDh + c • DD C = 2 A* 


Dividendo membro a membro le espressioni corrispondenti ottenute nel num. 9, 
otteniamo : 

AQ b . BQ c CQ a 
— 


AQ 1 


BQ' 


CQ' 


che ci mostrano che le distanze dei punti di Brocard da uno stesso vertice del 
triangolo fondamentale ABC sono nello stesso rapporto dei due ledi che concorrono 
in quel vertice. 
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li Rispetto all* tetta di ©rogalo QQ' il £ì§icoinb annuncia le proprietà 
seguenti : 

Sa &Q' i pasalUla ad usa bisettfiae estera, il ttiaqgolp £RQ è isoapele. Se £ 
parallela ad una bisettriee interna, questa bisMtrjpfl e la Qfi 1 si coijfoadptpQ. 
I punti Q e Q' si confondono coi punti B l e C Xì vertici del primo triangolo 
di Brooabd. 

Se è parallela ad una simediana, ad esempio a quella che parte dal vertice C, si ha : 

JL_ WJ_ J_\ 

c* " 2 U* + b*)‘ 

Se è perpendicolare alianti parallela di AB si ha : 

ab 

Se è perpendicolare al lato BC, si ha: 

ò 4 4- c 4 = a % (p* 4- c f ). 

Se il cerchio di Brooabd è tangente al l*|o BO nel piede della bisettrice cor- 
p^gpondpnte, ,è: a f =s= 2 bc. 

Se l’angolo di Brqoabd è un terzp dell’angolo in A, è: 

6W (ò* 4- c*) = a 6 — 2 tfp'c'. 

19. Le rette che unimmo i pymti medi ledi del triangolo A'B’C’ ai vertici 
dd triangolo ABC si segano in uno stesso punto S 1 . 

Infatti, la retta AA\ e la retta AS sono simmetriche rispetto alla bisettrice 
l’angolo QJQ', e poiché le rette AS , J3S, C3 concorrono in uno stesso punto, 
anche le rette AA \, BB' l , CC* X concorrono in uno stesso punto S' corrispon¬ 
dente di S. 

14. Quando si conosca il primo triangolo di Bbooard A l B l C l di un trian¬ 
golo ABC è facile costruire quest’ultimo. 

Indichiamo con A\B\C\ il triangolo di Batto*»» di : qfte#’uUinjLp 

inversamente simile ai triangoli &BC e A\B\C \. 

Le rette B X Q^ e B\C\ formano $n angolo che è uguale all’angolo formato da 
B X C X e BC. Dunque le BC e B'C' sono parallele. I due triangoli ABQ t 
A\B X C\ sono cosi omologici, c siccome tanto \4MC ohe A X B X C X e A\B X C' X 
hanno lo stesso baricentro G, questo punto è J1 centro d’omologia dei triangoli 
ABC7 e A\B\C\. Si ha quindi: 

GA\ : GA X =*&A X : GA 

per cui riesce facile determinare su GA ' X , GB' x , GC\ i punti A, B, C cercati. 

I#. Vogliaci determinare i punti Q e Q di 
§ìwm> M, Sj y ì piedi delle insimpdiaae. Qpnduoo per B la parallela ad 4M- 
Volendo misurare colla Geometrografia la semplicità di questa cos^r^one» Q9c 
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servo elle per condurre tal parallela faccio passare un cerfchib per R die sega 


BA in p e y.. . . op. d x 4- Ci 

Descrivo f (f}&) che sega il primo cerchiò in Z>; 

conduco AD .. op. 2R X 80i4- 63 


Op. (2 È x + i?* - 4 - 4 2 C 3 ). 

La parallela AD incontri CA in R\ 

Conduco ancora la parallela per S a BC\ ripetendo Finterà operazione prece¬ 
dente ho lo stesso simbolo. 

Le BE', CS 1 s’intersecano nel primo punto Q di Brooard . op. 4 R x ~h 2 R^ 

Op. ( 8 ^ + 4 2 * f + 8 C x + 4 C 3 ). 

Semplicità 24, esattezza 16; 
quattro rette, quattro cerchi. 

Per ottenere il secondo punto Q' 
di Brooard, conduciamo pér R 
la parallela a CA a segare BA 
in T\ : ripetiamo la stessa ope¬ 
razione pel punto 8 per ottenere 
il punto R\ su AC. Le rette 
BR\, CT\ s’intersecano nel 
punto 2 * richiesto. 

La seguente costruzione (*) 
presenta un coefficente di sem¬ 
plicità maggiore. 

Con raggio arbitrario R descrivo 
tre cerchi A(K), B(R), C(R) . 

Per A conduco la parallela EAF a BC prendendo ar¬ 
chi uguali sui cerchi A(R) e C(R). È : CAE=ACB . op. 2 R x -j- R 2 -j- 8 C x 4 - (7$ 
Faccio in B l’angolo ABF = ACB . . . . . . op. 2 R x + R 2 + C x -+• C z 

Conduco CF .op. 2 -h R t 

L’angolo FCB è l’angolo <0 di Brooard. 

Servendomi dell’arco che esso intercetta su C(R ) e 

che riporto su B (R) traccio jE?Q .op. 2 R l R t -f- 3 C x -h C^ 

Op. (8 R x 4 - 4 R % + 10 C x + 6 C 3 ) 

Semplicità 28, esattezza 18; quattro rette, sei cerchi. 

Si hanno altre costruzioni fra cui rimarchevoli le due seguenti: 

Descriviamo il cerchio tangente ad AB in A e che passi per C. 

(’) Questa oostrusione è quella data dal Brocabd nel Congretto d’Algeri e dè in parte semplifi¬ 
cata dal Lsuonrx. 
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Descriviamo un secondo cerchio tangente ad A C in A e che passi per P. Per 
A conduciamo la parallela a BC che incontra il primo cerchio in D ed il se¬ 
condo in D h . La retta BD incontra il primo cerchio in Q e la retta CD X 
(fig. 68 , v. pag. 173) incontra il secondo cerchio in Q'. 

Infatti l’angolo ADB è uguale a ciascuno degli angoli QAB, QBC, QCA, e l’an- 
golo AD X C è uguale a ciascuno degli angoli Q'A(7, Q'CB , Q'BA. 

L’angolo ÀQC è somma dei due angoli in B e C ed è quindi supplemento dell’an¬ 


golo in A ; quindi è: ADC = A . 

Ugualmente l’angolo AQ'B è somma degli stessi due angoli in B e C, e quindi 
-è anch’esso supplemento dell’angolo in A ; è quindi : AD X B = A. 

Quest’altra costruzione è indi¬ 
cata^) dal Lemoinb: 

Sia P X P Z P Z il triangolo determi¬ 
nato dalle parallele condotte ai 
lati opposti dai vertici A } P, C 
del triangolo dato ABC\ e T x T t T z 
il triangolo formato dalle tan¬ 
genti al circoncerchio dello stesso 
triangolo dato nei punti A, B e C. 
Conduciamo le P X P Z e T l T i (fig. 69) 
che s’intersecano in un punto Q x ; 
le P x P t e T % T Z che s’intersecano 
in Qgj le P 2 P 3 e T Z T Z che s’in¬ 
tersecano in Q 3 . I segmenti ACh , 
PQj, CQ Z s’intersecano nel pri¬ 
mo punto Q di Brooard. 

Allo stesso modo conducendo le 



\ / 

« • 

‘V 

Fig. 


69. 


P 2 P ! e T X T Z che s’intersecano in 
Q\; le P 3 P 2 e T i T 1 che s’inter¬ 
secano in Q ' 2 ; le P X P Z e T Z T % che 
s’intersecano in Q' 3 , i segmenti 


AQ 1 , PQ f 2 , <7Q r 3 s’intersecano nel secondo punto Q' di Brooard. 
16. Dalla costruzione stessa fatta nella fig. 68 risulta: 


AQB = 180 0 — P ; BQC=1QQ°—C. 

La similitudine dei due triangoli ACD e ABC ci indica poi una costruzione 
dell’angolo di Brooard w del triangolo ABC '. 

Su AC costruiamo esternamente il triangolo ADC simile ad ABC ed uniamo 
B con P. L’angolo CBD è l’angolo di Brooard domandato. 


<*) Congresso di Tolota, 1887. 
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La seguente è un’altra semplice costrimone ( A ) delV angolo di Brocard. In C 
conduciamo la tangente al circoncerchio di ABC: tiriamo BD (fig. 70) parallela 
ad AC. L’angolo DAC è l’angolo di Brocard domandato. 

Infatti, calate da B e D le perpendicolari su AC, siano Y e Y x i piedi di esse. 
Sarà BY= DY X = h b . 

Il triangolo CDY V dà: 

cotg B : 

il triangolo ABY dà: 


CY X 


. , ay 

cotg A = 

h b 


© il triangolo BCY dà: 


cotg C = 


Si ha dunque: 


e : 


ossia: 


CY b 


cotg A 4- cotg C = —- 
h a 


cotg A 4- cotg B 4- cotg C = 
AY X 



CT i 


cotg (0 = 


Vogliasi misurare mediante la Geometrografia la costruzione precedente. 
Supponiamo già condotto il raggio OC. 

Centro in C e raggio CO descrivo il cerchio che sega OC prolungato in O x , ed 


i lati CA e CB del triangolo dato in a e (3.op. 2 C x H- C z 

Centro B e collo stesso raggio OC descrivo il cerchio che sega 

BC in p.°P« Cj -b C 3 

Prendo la lunghezza della corda a(3 che a partire da y porto 

su B{CO ) nella direzione di B in yS.op. 3 Cj-H C z 

Conduco jB5 che risulta cosi parallela ad AC. .op. 21^ -b 

Centro in 0 ed O x e con raggio arbitrario descrivo due cerchi 

che s’intersecano in un punto s.op. 2 C x 4- 2 C z 

Conduco Ce che è tangente al circoncerchio di ABC in Ce 

che interseca Bò in D .op. 2 R x + R t 

Conduco AD. È DAC=tù ..op. 2^4-^* 

Op. (6 R x 4- 8 R % + 8 C x + 5 C z ). 

Semplicità 22, esattezza 14; tre rette, cinque cerchi. 


(*) Bsocabd, Studio di un nuovo cerchio del piano del triangolo , Oongreeeo d'Algeri, 1881. 
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I vertici del secondo triangolo di Brocard À t B t G t possono conside¬ 
rarsi quali punti doppi rispettivamente corrispondenti a gruppi di due lati (*) 
di ABC , e cioè C t di BG e AC ; B % di BC e AB ; A t per AC e AB. 

Se ne deduce : 

C 2 A X GL 

C t B x = T- 

Ma nel triangolo A X B X C X si ha: 

C X B X a 

IT “ T 1 

dunque : 

C 2 A X C X B X 
c 2 b x 5=3 c\A X 1 

ossia: 

C 2 A x .C x A l =C 2 B l .C x B l > 

Se descriviamo i cerchi che passano per 0 e rispettivamente pei gruppi di due 
punti : A e B, B e C, C e A, essi s’ intersecano nei vertici A 2 , B 2 , C 2 del secondo 
triangolo di Brocard neZZ’ intersecare il cerchio di Brocard del triangolo fonda- 
mentale ABC. 

Consideriamo ad esempio il vertice C 2 . Poiché esso è un punto doppio, i 
due triangoli ACC % e BCC 2 sono simili. Ma essendo l’angolo AOB inscritto 
nel cerchio determinato dai punti A , 0, B , C 21 è doppio dell’angolo in C. 

È dunque: AC 2 B = 2 C. Ma i due triangoli ACC 2ì BCC X sono simili, e se in¬ 
dichiamo con 0 X e 0 2 i due angoli in C, poiché è : 0 1 -H 0 2 = C7, l’angolo esterno 
in C 2 sarà uguale a: (0j 4- 0 2 ) 4- (0 X 4- 0 2 ), cioè sarà uguale à 2 C. 

Dunque il cerchio passante per 0 e per la coppia di punti A e B incontra il 
cerchio di Brocard in un punto C 2 tale che i triangoli che esso determina coi 
lati AC e CB sono simili, e quindi le distanze di C 2 da essi saranno nello 
stesso rapporto dei lati BC e AC. 

I due triangoli C 2 A X C X e C 2 B X C X come può facilmente vedersi sono equiva¬ 
lenti ; e poiché hanno in comune la base C X C 2 , le distanze da questa dei vertici 
A x e B x sono uguali. La retta C x C t passa dunque pel puntò medio del lato 
A X B X del primo triangolo di Brocard ed è quindi Una mediana di esso. Pos¬ 
siamo così dire : (*) le rette che uniscono i vertici del primo triangolo di Brocarì) 
ai vertici corrispondenti del secondo sono mediane del primo triangolo di Bro- 
oard. Il primo ed il secondo triangolo di Brocard sono figure omologiche ed 
hanno il baricentro Gr di ABC e A X B X C X per centro d’omologia. 

Con ragionamento analogo deduciamo che son pure omologici i triangoli ABC 
e A 2 B 2 C 2 ed hanno il punto di Lemoine 2? per centro d’omologia. 


(>) Brocard, Congretto d'Algeri. 
(*ì Brocard, Luogo citato . 
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I punti A 2 , B 2 , C 2 possono quindi esser determinati quali intersezioni del cer¬ 
chio di Brooàrd colle simediane -422, B8\ CT di ABC. 

Ig, Quadrilatero armonico. Sia AB CD un quadrilatero inscrittibile nel 
cerchio di centro 0. 

Affinchè esista un punto E del piano di questo quadrilatero tale che le sue di¬ 
stanze dai lati del quadrilatero siano proporzionali a questi lati, devesi verifi¬ 
care la condizione^ che è necessaria e sufficiente: 

AB \ BC= AD \ CD ossia: AB . CD = BC. AD. 

Tal quadrilatero piglia nome di quadrilatero armonico ( l ) ed il punto E è il punto 
di Lemoine (*) di esso. 

Al cerchio 0 possono inscriversi infiniti quadrilateri armonici aventi per punto 
di Lemoine un dato punto E interno ad esso. 

Conduciamo le tangenti al cerchio 0 nei punti A, B ì C, D, vertici del quadri¬ 
latero armonico. Le tangenti condotte pei vertici A e C s 7 intersechino in B' 
e quelle condotte per B e D s’intersechino in B”. Le rette B'B, B'D , B”A, 
B"C sono simediane dei triangoli ABC, ADC, BAD, BCD. Ciascuna di esse 
è luogo dei punti le cui distanze dai lati del quadrilatero sono proporzionali a 
questi lati. Perchè dunque la condizione necessaria enunciata sussista, bisogna 
che i punti B' e B" siano rispettivamente su BD e AC, ossia il punto E deve 
coincidere col punto d’incontro delle diagonali del quadrilatero. 

IO, Dato un triangolo ABC, ad esso corrispondono tre quadrilateri armonici. 
Se indichiamo con 2\2\T Z il triangolo formato dalle tangenti al circoncerchio 
di ABC nei punti A, B e C, le simediame di esso, cioè T X A , T 2 B, T Z C concor¬ 
rono nel punto di Lemoine E del triangolo fondamentale ABC. Esse interse¬ 
cano il circoncerchio in punti D x , D 2 , D z ed i lati BC, CA, AB nei punti T\ , 
T\, T\. I quadrilateri ABD X C, ABCD+, ACBD Z sono armonici ed hanno ri¬ 
spettivamente per punti di Lemoine T\, T\, T' z . In quanto segue ci riferi¬ 
remo sempre al secondo di tali quadrilateri. 

Indichiamo rispettivamente con a, b, c, d, f, g gli elementi AB, BC, CD, DA, 
A C, BD del quadrilatero AB CD. 

Essendo x, y, z, u le lunghezze delle perpendicolari calate da E sui lati del qua¬ 
drilatero armonico, per ipotesi è : 

x y z u 

a b c d 

(•) Su questo soggetto e sull’esagono armonico veggasi: Tuckbb, Some properties of a quadri - 
luterai in a circle under under a rectangle, etc. Educational Times, 1885; Neuberg, Sur le quadri- 
latóre armonique , Mathesie , 1885 ; Casrt, On thè harmonic Hexagon of a triangle. Rogai Irish Aca- 
demy, 1886; Tarrt, Sur les poligonee et les polyldres harmoniques; L. Tiry, Note sur le quadrylatlre 
armonique. Journal de Mathem. élém., 1887. 

(*) Queste denominazioni, come quelle ohe seguono, furono proposte dal Neuberg. Le pro¬ 
prietà del quadrilatero armonioo ohe qui esponiamo, sono appunto nella sua memoria pubblicata 
in Mathesis. 
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Sia — tg 9 il valore comune di questi rapporti, essendo 9 un angolo ausiliario 

2i 

chiamato angolo di Brocàrd del quadrilatero. Sarà: 


X = 2" a tg 


2/=Y 6tg( P» s=-ì- c tg<p, 


Sommiamo membro a membro queste uguaglianze dopo averne moltiplicati i 
due membri rispettivamente pel lato che esse contengono quale fattore, ed otte¬ 
niamo : 

1 


ax + by 4- cz + du = — tg (p (a 9 H- b 2 H- c 2 4- d 2 ) 
À 


da cui ricaviamo: 


e quindi: 


1 ^_ ax -f* by 4- cz 4- du 

2~ tg?P== a 2 4- b 2 + c 2 4 4- d 2 * 


2 tgCp a* + fc s + c* + d* 


cioè: 


1 , ax ■ 

2 


by 


ABC 


■ ò 2 2 (a 2 + ò*) 

Ora, siccome in ogni triangolo il rapporto fra un lato e l’altezza corrispondente 
ad esso è uguale alla somma delle cotangenti dei lati adiacenti al lato che si 
considera, così i triangoli ABG , BCG danno: 

(1) cotg ?> = A (cotg p 4- cotg 8) = i (cotg a 4- cotg y) 

indicando con a, p, y, 8 gli angoli sottesi rispettivamente dalle corde a , ò, c, d. 
Applicando lo stesso teorema (1) ai triangoli ABF , CBF si ha: 

(2) cotg BFC = -i- (cotg p — cotg a). 

2i 

Questa formula applicata ai triangoli ABF , CBF ed alle loro mediane che par¬ 
tono da F , essendo F il punto medio di AC, dà : 

cotg y = 2 cotg B 4- cotg p, 
cotg 8 = 2 cotg B 4- cotg a. 

Dalle (1) e (3) si ha: 

(4) cotg tp = cotg B 4- y (cotg a 4- cotg P), 

ossia, indicando come di solito con co l’aDgolo di Brocard di ABC : 


(3) { 


cotg tp — (cotg B -f cotg (»). 
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Innalzando a quadrato i due membri della (4) e tenendo conto della identità: 


si ha: 


cotg B cotg a -J- cotg B cotg (3 4- cotg a cotg |3 = 1 
cotg 2 9 = cotg 2 5+-^- (cotg p — cotg a ) 2 4 - 1 . 


Ora, poiché gli angoli BAD e BFC sono uguali, tenendo conto della (2) si ha: 

cotg 2 9 = 1 4 - cotg 2 B 4 - cotg 2 A 
cosec 2 <p = cosec 2 A 4- cosec 2 B. 

•O. Sia 0 il centro del cerchio passante pei punti A , B, C, D e indichiamo 
con B il raggio di esso e con p la lunghezza OE. Sarà : 

pi = ~oP - 1 - EF* 

e poiché, se costruiamo la figura, si vede che è: 

OF= .Rcos B, EF = 4 {EC— EA) = 1- f. b * — a * , 

’ 2 v ' 2 6*-+-a*’ 

si ha: 

p* = JF cos 2 B + IP sen 2 B (l - ( ^^ )8 ) - i2 2 (1 - tg 2 <p). 

Questa espressione mostra che l’angolo di Brocard si mantiene costante per 
tutti i quadrilateri armonici inscritti nello stesso cerchio e che hanno in comune 
il punto di Lemoine. 

H cerchio che ha OE = p per diametro è chiamato cerchio di Brocard del qua - 
drilatero. Chiamasi poi primo quadrilatero di Brocard il quadrilatero che ha 
per vertici i punti ilf, N , P, Q in cui il cerchio di Brocard incontra le per¬ 
pendicolari calate da 0 sui lati a, ò, c, d del quadrilatero AB CD. 

I triangoli ABM, CBN, CDP, DAQ sono evidentemente isosceli ed hanno <p 
per angolo alla base. 

Le rette AM, BN, CP, DQ s’intersecano in uno stesso punto £2 del cerchio 
di Brocard del quadrilatero. Cosi pure le rette BM, CN , DP, AQ concorrono 
in uno stesso punto £2* del cerchio di Brocard. 

Per continuare l’analogia fra il quadrilatero armonico ed il triangolo, i punti 
Q e £2* furono chiamati punti di Brocard del quadrilatero. 

H punto £2’ è il punto diretto e il punto £2 il punto ( l ) retrogrado . Essi sono 
definiti dalle uguaglianze d’angoli. 

£2 AB = £2 BC =QCD = QDA 
£2 'BA = Q'CB = Q'DC = Q'AD. 


(*) I punti Q e 2* sono fuochi di un'ellisse inscritta nel quadrilatero armonico e ohe è detta 
* eUitte di Bbocard del quadrilatero „. Le proiezioni dei punti Q e Q f sai lati del quadrilatero sono 
su di uno stesso cerchio avente per diametro Tasse maggiore dell’ellisse di Bbocabd del quadri* 
latero. 
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La retta di Brocakp .QQ! è perpendicolare alla retta EO , e ciò risulta^,dalj^> 

uguaglianze: ^ ^ 

JSOQ = EH&Q = ABM. 


Da queste eguaglianze deducesi pure: 

QOQ’ = 2 9. 


91 . Dai triangoli Q 2 LB, Q’AB, QBC , ecc. si ricavano le seguenti otto espres¬ 
sioni dovute al Tucker: 


AQ = DA sén 9 cosec A , 
B3*= AB sen 9 cosec B , 
CQ = BCsen 9 cosec A, 
DQ = CD sen 9 cosec B, 


AQ* = AB sen 9 cosec A , 
-BQ' = I?C sen 9 cosec -B, 
< 7 Q' = CD sen 9 cosec -4, 
D2 ? = ILI sen 9 cosec -B. 


Queste espressioni moltiplicate membro a membro danno : 

AQ , BQ. CQ . DQ = ÌQ'. BQ'. CQ'. DQ' = 2 B 4 sen 4 9 . 


Possiamo pure ricavare : 

AQ . AQ f = DA. AB sen 2 9 cosec 2 A 


da cui: 


AQ . AQ ' sen 2 9 

DA. AB sen 2 A 


elle mostra che il rapporto fra i prodotti delle distanze dei due punti di Brqcari> 
da un vertice e il prodotto delle lunghezze dei lati che concorrono in quel vertice b 
uguale al rapporto dei seni ddVangolo formato dai due lati del quadrilatero. 

9£ v Esagono armonico. Prolunghiamo le simediane AB, BS , CT del trian-. 
golo ABC ad intersecare il circoncerchio rispettivamente in R X1 S x , T x . La fi¬ 
gura ABCRf3 x T x è un esagono che piglia nome di esagono armonico. (*) 

Le rette AR X , B8 X , CT X sono le simediane di tal esagono. I due triangoli ABC > 
BiS x T x sono cosimediani, cioè ammettono le stesse simediane. 

Accenniamo sommariamente ad alcune delle principali proprietà dell’esagono- 
armonico. 

Il rapporto anarmonico di quattro vertici consecutivi di un esagono armonico è 
costante. 

^ Se pel punto di Lemoine di un esagono armonico si conducono le parallele alle* 
tangenti al circoncerchio nei vertici dell’esagono, limitandole ai lati che concor¬ 
rono nel vertice in cui si è condotta la tangente, i dodici punti così ottenuti 
sono su di uno stesso cerchio chiamato secondo cerchio di Lemoine delVesagono . 
Indicando con 0 il circoncentro e con E il punto di Lemoine dell’esagono, il 
cerchio descritto su OE quale diametro chiamasi cerchio di Brooard deWesagono. 


(0 Questo nome fu proposto dal Casey. 
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Se x ed y sono le pórpèndicòlàri calate da E sui lati a e b dell ‘esagono ttrìno- 
nico, l’angolo ausiliario* p determinato dalle‘relazioni: 

x=~atg p, 2 / = y & tg |i 

è* Vangalo di Brooard dell 1 esagono armonico . 

Se per 0 conduciamo le r perpendicolari >ai lati dell’esagono, i punti d’interse¬ 
zione L, M, N, P, Q, U di esse col cerchio di Brooard determinano un nuovo 
esagono detto primo esagono di Brooard. 

Le rette R'L, CM , S'N, AP, TQ, BU concorrono in uno stesso punto Q\ Ugual¬ 
mente le rette R'M , BL, T'R, AQ, tf'P, CN concorrono in uno stesso punto Q\ 
Questi due punti, per analogia col triangolo e col quadrilatero diconsi punti di 
Brooard dell 1 esagono armonico . 


X. 

Punto di Gergonne, di Nagel, di Tarry e di Steiner 


1 . Le rette che uniscono i vertici del triangolo ABC rispettivamente ai punii 
di contatto dei lati opposti coll 1 incerchio passano per uno stesso punto I\ 

Si ha infatti (fig. 71): 

BD p — b CE p — c AF p — a 

DC p — c 1 EA p — a 1 PB p — b 1 

e moltiplicando membro a membro : 

BD CE AF _ p — 6 p — c p — a 

DO EA FB p — c p — a p — b 

Il secondo membro di questa uguaglianza è evidentemente uguale ad 1 : tale 
dunque sarà pure il primo membro ; e quindi, pel teorema di Ceva, le tre rette 
AD, BE, CF concorrono in uno stesso punto. 

Si dimostra allo stesso modo che unendo i vertici A, B, C ai punti di contatto coi 
'iati opposti 1 coi tre excerchi, si definiscono altre tre teme di reite che s 1 intersecato 
in * tre punti, f e cioè : 

AD X , BE i , CF l s’intersecano nel puntoTi ; 'BE^, OP/s^intérsecano nel 

Volito rrs/~jdD 3 , BE$, CF Z s’intersecano nel‘punto T 3 . 

H punto r è chiamato punto di Gergonne, (*) nome proposto dal Neuberg, ed 

C 1 ) Fa editore degli Annali* d* Mathematiqu$* dal 1810 al 1831. 
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i punti Ti, r 2 , T$ sono i punii associati al punto di Gergonne. Essi sono al¬ 
gebricamente associati al punto T rispetto al triangolo anticomplementare di ABC. 

9 . Le rette AD X , BE 2 , CF 2 concorrono in uno stesso punto J detto punto di 
Kagel del triangolo ABC. 

La dimostrazione è identica a quella del numero precedente. 

Allo stesso modo (fig. 71) AD XÌ BE 31 CF % concorrono nel punto J 1 : AD 3 , BE, 
CF X concorrono nel punto J Z1 AD 2Ì BE l , CF concorrono nel punto J 3 . 



I punti J Xì J 2 , J 3 sono i punti aggiunti al punto di Nagel. Essi formano un 
gruppo detto gruppo di Nagel e sono algebricamente associati al punto J rispetto 
al triangolo anticomplementare di ABC. 

3. Il punto di Nagel J del triangolo ABC è il punto anticomplementare del 


(*) Vegga9i Unterauchungen iiber die wichtigeten zum Dreieck Qehorigen Kreite, 1836. 
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circoncerchio , cioè è centro delV incerchio del triangolo ottenuto conducendo pei ver¬ 
tici di ABC le parallele ( l ) ai lati opposti . 

Infatti, se conduciamo 1D, questa interseca l’incerchio in un secondo punto D' 
che è su AD X , giacché AD' e AD X sono raggi paralleli nello stesso senso dei 
cerchi 7, I a , e di cui A è centro di similitudine esterno. Dunque la retta A'I, 

che unisce i punti medi di due lati del triangolo DD'D X è parallela al terzo 

lato AD X . 

Considerando quindi i triangoli simili A'B'C' e ABC, le rette A'I ed AD ly 
B'I e BE % , O'/e CF Z sono elementi omologhi. 

Deduciamo da ciò che i punti I, G, J sono in linea retta, e che è: GJ= 2 IG\ 
e poiché il punto I è incentro di ABC, il punto J sarà incentro del triangolo 
i lati del quale sono le parallele ai lati del primo, condotte pei vertici opposti. 
Costruendo la figura si vede pure che è: 

J x su AD, J 2 su BE, J z su CF, 

Ti su AD X , r 2 su BE Z , r 3 su CF Z . 

I triangoli ABC e J X J 2 J Z sono omologhi ed hanno T per centro d’omologia. I 
triangoli ABC e Tirili sono anch’essi omologhi ed hanno J per centro d’omologia. 

I quattro punti di Nagel ed i corrispondenti quattro punti di Gergonne for¬ 
mano ( 2 ) quattro coppie di punti reciproci . 

D triangolo ABC è poi omologico con ciascuno dei triangoli determinati da tre 
dei quattro punti J, J x , J 2 , J z , o da tre degli altri quattro punti: T, Tu r 2 > T 3 
Questi triangoli hanno rispettivamente Ti, T 2 , T 3 od J x , J 2 , J z per centro di 
omologia. 

I triangoli determinati dai primi quattro punti son detti triangoli di Nagel; 
quelli determinati dagli altri quattro punti, triangoli di Gergonne. 

4 . Il punto di Nagel, il baricentro e V incentro del triangolo ABC sono punti 
collineari . 11 baricentro divide la distanza fra il punto di Nagel e l’incentro 

nel rapporto di 2 ad 1 . 

Uniamo G con I ed J, ed avremo: 

AJ ; IA' = 2 ; 1 AG : GA 1 = 2 :1 
e poiché IA' è parallela ad JA, è pure: 

JAA' = GA'I 

Da ciò deducesi che i triangoli AJG, GIÀ' sono simili, per cui è: 

1GA' = AGJ, 

ed i punti J, G, I sono collineari. - 


(*) E. Vicari A in Mathesis. 

( 9 ) Le distanze di questi otto punti dai lati di ABC sono riportate nel formulario. 
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Dai triangoli simili AJ&, GIÀ' si ha pure : 


ossia: 


AG: AA' = JG\1G = 2\1 
JG*=2.JG. 


5. Il punto P, medio del segmento JI è centro deW incerchio del triangolo A'B’C'. 
È infatti: 

quindi: 

PI — 10 = PQ = 4 1J > 

6 

ossia : 

IG\GP = 2\1. 


Ma poiché è pure: 


AG:A'&=2 ;l, 


il triangolo AGI deve esser simile al triangolo A'GP Ì ed AI è dunque paral¬ 
lela ad A'P. 

Dairessere A'C 1 parallela ad.JLC,-risulta.I 7 -uguaglianza d’angoli: 

ÌAB' = PA'C' e IAC' = FA'B'. 

Ma essendo 

IAB'^IAC', 

sarà pure 

PA'C' = PA'B' y 

cioè la retta PA' è bisettrice dell’angolo C'A'B'. 

Allo stesso modo si mostra che PB' è bisettrice dell’angolo A'B'C'. Dunque P 
è centro del cerchio inscritto nel triangolo A'B'C'. 

I punti H, J, 0, J, sono vertici di un trapezio ed il punto G è il punto 
d’intersezione delle diagonali di esso. (*) 

6 . Indicando con T x T t T z il triangolo che ha per lati le parallele ai lati 
del triangolo fondamentale condotte pei vertici opposti di questo, e con I x il suo 
incentro, i quattro punti J , I, I l} G risultano collineari, red .è: 

GI^jlG, .II, = I,J. 

Dal confronto dei triangoli simili ÀBC Ì T 1 T i T z che sono nel rapporto di 1 ; 2, 
si deducono facilmente le espressioni: 

J0 = 2.10 9 = R — 2 r ; = JH.— 2 . IO .= 2 (B — 2 r). 


( l ) L’analogia esistente fra i punti J % Q, I ed JET, G, 0 può scorgersi dalle due. reiasioni : 
JQ : Gl = 9:1, HG : GO = 2 : 1. 
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Da queste relazioni deduciamo che le rette Ii0 9 , IO, JH sono parallele e pro¬ 
porzionali ai numeri 1, 4 rispettivamente. 

Le rette AI, T X J sono parallele ed incontrano BC in punti isotornici. "So 
dunque pei punti isotomici dei piedi dèlie bisettrici interne d* un triangolo con- 
duèiamo le parallele a queste bisettrici, otteniamo tre punti concorrenti nel punto 
di Nagel. 

Conducendo pel punto di ‘Nagel delle perallele ai tre lati del triangolo fonda** 
mentale ABC', limitandole agli angoli opposti, le lore rispettive misure saranno : 


a % ò 2 c 2 



cioè, saranno proporzionali ai quadrati dei lati di ABC. 

7 . Indichiamo pel momento, con A 2 , B 2 , C 2 i punti medi degli archi sot¬ 
tesi dai lati BC , CA, AB, e la retta A 2 A' prolungata intersechi ancorali cer¬ 
chio in A'". Su questa retta, che è un diametro, pigliamo A" in modo che sia: 
A'A"=A'A 2 . La figura AHA"A"' è un parallelogrammo ed AA 2 è perpendico¬ 
lare ad AA"\ 
r Si ha infatti : 

.AH^H.OA' s A"A'".= AH. 

,La retta ^A"A'" è pure parallela ad AH, giacché entrambe sono perpendicolari a 
BC, e quindi AHA"A"' è un parallelogramma. 

Allo stesso modo si .mostra che anche le figure BHB"BCHC"C"' sono paral¬ 
lelogrammi. 

H punto di Nagel J, ed i puntili, A", B", C" sono conciclici. 

Infatti, se sul prolungamento di AI pigliamo IJ a = Al ed uniamor J a con J, i 
punti J a , r A 1 ed J sono collineari, ed è: A'J a = A'J. Ora.è A"A' = A'A 2 , per 
cui la figura A"J^ t J a è un, parallelogrammo. 

La retta JA" è parallela ad A % J a , cioè parallela ad AA 2 ; e poiché AA 2 è per¬ 
pendicolare ad A"H ed JA", sarà pur perpendicolare ad HA". Allo stesso modo 
si mostra che B"J è perpendicolare ad HB" e C" J è perpendicolare ad HC". 
‘Dunque HJ è diametro del cerchio passante pei punti A", B", C". 

Se 0' è circoncentro del triangolo. A" JB" .C", la figura O'IOJ è un paral¬ 
lelogrammo. 

Dall’essere il triangolo A'B'C' simile ad ABC e dall’essere A!I parallela a CJ\ 
B'I parallela a BJ e C'I parallela a CJ, risulta che il punto corrispondente 
ad J nel triangolo ABC è il punto I di A'B'C'. Dunque il punto I, incentro 
di ABC è punto di Nagel del triangolo A'B'C'. 

La retta che unisce H ed J in ABC è omologa alla retta 01 in A'B'C'. In 
questi due triangoli tutti gli elementi omologhi, ad eccezione degli angoli, sono 
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nel rapporto di 2 ad 1. Quindi è : HJ = 2. IO. Indicando con 0' il punto 
medio di HJ, sarà: 10=0'J. Ma IO è parallela ad O’J, e quindi la figura 
O'JOI è un parallelogrammo. 

8 . Si è detto (§ III, 28) che se dai vertici del triangolo ABC conduciamo le per¬ 
pendicolari ai lati corrispondenti del primo triangolo di Brooard A X B X C X , queste 
perpendicolari s’intersecano in un punto N detto punto di Tarry del triangolo . 
Questo punto è sul circoncerchio del diametro ABC. 

Infatti, le perpendicolari calate da A e B rispettivamente su B X C X e A X C X s’in¬ 
tersechino in un punto N. I lati dei due triangoli ANB e A X B X C X sono allora 
rispettivamente perpendicolari, e sarà: 

ÀNB = 180' — A X C X B X . 

Ma già sappiamo che è: 

A X C X B X = ACB, 

dunque : 

ANB = 180' — ACB ) 
cioè N è sul circoncerchio di ABC. 

9 . Si può dimostrare facilmente che se in un triangolo uniamo il baricentro 
col punto di Lemoine, la retta così determinata è perpendicolare alla retta di Sim- 
son del punto di Tarry ; e che il segmento determinato dal baricentro e dal cen¬ 
tro del secondo cerchio di Lemoine di un triangolo passa pel punto di Tarry. ( 1 ) 
Il punto N ha rispetto al triangolo ABC X la stessa posizione che il circoncentro 
0 ha rispetto al primo triangolo di Brocard A x B x C x \ cioè l’angolo NAB è uguale 
all’angolo B x A x O. La retta AN è dunque perpendicolare ad 0C X1 ed perciò: 
NAB = B x C x O. Ma è pure: B x C x O = B l A l O ì per cui si ha ancora che i due 
punti N ed 0 appartengono allo stesso cerchio. 

Le rette AN, BN , CN sono parallele al diametro di Brooard del triangolo 
fondamentale ; dunque il punto ( 2 ) N è isogonale al punto all’ infinito del diame¬ 
tro di Brocard. 

Siano Q e Q' due punti isogonali qualunque, ed uniamoli ai tre vertici del trian¬ 
golo ABC. Le perpendicolari alle rette così determinate s’intersechino in J a , 
Ib i le ì cioè : 

le perpendicolari ad AQ ed AQ 1 s’intersechino in J a , 
le perpendicolari a BQ e BQ' s’intersechino in I bì 
le perpendicolari a CQ e Ci 2' s’intersechino in I c . 


(>) Pel punto di Tarry passano le coniche di Simson, cioè le ooniohe ohe hanno per equazione: 
yt oos B sen (7+ zx oos C sen A -}- xy cos A sen B = 0 
ysaen B cos (7-f zx sen Coos A -f- xy sen A cos B = 0. 

(>) Il punto 2Vè pure sull’ iperbole isogonale al diametro di Brocard, rispetto al triangolo (Veg* 
gasi la nota II). 
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Condotte le rette AI a , BJ & , CI c , queste si segheranno in un punto N del cir*^ 
concerchio di ABC', e la retta di Simson di N sarà parallela alla retta ( l ) QQ V » 
Se i punti isogonali Q, Q’ sono i punti di Brocard, il punto N è il punto di Tarry. 
Lo stesso Tarry dimostra come segue la proposizione precedente che fa derivare 
il punto N da due punti inversi £2 e Q r : 

dai vertici di ABC caliamo su QQ' le perpendicolari, che si segano in un punte 
N' posto all 7 infinito e di cui Y inverso N è perciò sul circoncerchio di ABC r . 
La retta Al a risulta cosi inversa alla perpendicolare calata da A su QQ’ : dunque 
AI a passa ( 2 ) per N. 

IO. La seguente è una costruzione semplicissima del punto di Gergonne: ( 3 ) 
portiamo CA su CB in CD' e nel senso opposto BC in CD' 1 : portiamo ugualmente 
AB su CB in BE', e nel senso opposto CB in BE". Il punto medio D del 
segmento D'E' è il punto di contatto di BC coll’ incerchio. Portiamo ancora 

BD in BE su BA: uniamo A con D, C con F e nel punto d’intersezione di 

queste due rette avremo il punto T richiesto. Misurando la semplicità di questa 
costruzione mediante la Geometrografìa si ha: 

Descrivere il cerchio C(b) e segare CB in D 1 ed il prolungamento in D" e descrivere 
B(c) segando BC in E' e il prolungamento in E” op. 4 C x -j- 2 C 3 

Determinare il punto D medio di D'E' . . . . op. 2 R l -j- R % H- 2 Ci -f 2 C 2 

Descrivere B (BD) e segare BA in F : tracciare 

AD, CF che s’intersecano nel punto richiesto I\ op. 4 R 1 + 2 R % 4 - 2 C x 4 - C 3 
Op. (6 B } + 8 R % + 8 Ci 4- 5 C 3 ). 

Semplicità 22, esattezza 14; tre rette, cinque cerchi. 

D punto di Nagel può determinarsi ( 4 ) come segue : 

Supponiamo nel triangolo ABC che sia : a>b>c. 

A partire da A portiamo nelle direzioni AB e AC rispettivamente in y e p il 
segmento BC 1 Ugualmente ed a partire da C J nel senso di CB portiamo in (3, 
il segmento CB, ed a partire da B, in direzione BC ed in y x il segmento By. 
Le due rette pp u yy x s’intersecano nel punto richiesto. 

Mediante la Geometrografìa in questa costruzione si ha: 


Cerchio A(BC ) che sega AC in [3 e .4B in y.op. 8 C r -h C 3 

Cerchio C(C(3) che sega CB in ^ . . . .op. 2 C x C 3 


p) E. Lbmoinb, Congresso di Parigi, 1889. 

(*) La retta ohe unisce l’ortooentro E al punto di Tarry N è un diametro dell’iperbole equi¬ 
latera isogonale al diametro di ììrocard rispetto al triangolo ABC. Il centro dell’ iperbole è il 
punto medio F di NE, ed è un punto del cerchio di Feuerbach di ABC. Il punto O9 è medio della 
retta OE; il punto F è medio di NE, per oui è: 

0,.F=-i<W=i.R; 

dunque F è sul cerchio di Feuerbach. 

(’) Lbmoihr, Congresso di Pau, 1892. 

( 4 ) Idem. 
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Cerchio B (By) che sega BC in Yi.op. 2 Q -b C s 

'Bètte PPi, YYi che'*8 ? intersecano nel punto di Nagel richiesto op. AR{ 4“ 2 R t 
Op. (4 J&1 H- 2 R% -f- 7 Cj “i - B C7 3 ). 

Semplicità 16, esattezza 11; due rette, tre cerchi. 

I punti di Tarry e di Steiner possono determinarsi mediante la costruzione 
tegnente: sia dato il triangolo ABC ed il suo circoncerchio. Descriviamo il 


cerchio A{BC) che sega il circoncerchio in (3 e y.op. 3 C x -+■ C 3 

Conduciamo la f3y che sega BC in y x .op. 2 4 - R t 

Conduciamo ancora la *f x A che sega il circoncerchio nel punto 

di Steiner R . . ..op. 4 R 1 -+- R t 

vOp. (4i2j •+• 2 a Kg + 3 C\ “f - -0^). 

Semplicità IO, esattezza *7 ; due rette, un cerchio. 


ìfoichè il punto di Steiner è sul circoncerchio edè- il punto diametralmente 
^opposto al punto di Tarry, per ottenere quest’ultimo conduciamo il diàmetro 

RO: Testremo opposto ad R è il punto N . . .. o$.- < &R 1 ^R t 

iBer quest ùltimo punto abbiamo dunque : 

Op. (èR^ZRz + SQ+Cs)' 

Semplicità 13, esattezza 9; tre rette, un cerchio. 

Qualora sia dato il solo triangolo ABC e non il circoncerchio,. per determinare 
quest’ultimo dovremo avere il simbolo: 

Op. (4 Ri -f- 2 R% -f- 5 Ci -f~ 4 C^). 

da aggiungere ai precedenti, per cui il punto di Steiner sarà determinato col 
simbolo : 

Op. (8 Ri + 4 R z 4- 8 'Gi+ & <7 3 ), 
ed il punto di Tarry col simbolo: 

0p. (10 Ri + 5. J 2 2 + 8 C l 4 - 5 C 3 ). 

11. Il punito di Steiner (i) può esser determinato anche nel modo -seguen- 


(») Nei voi. V di Mathesit (1865) fa dal Neub*rg> proposto il problema* seguente :* determinare 
''nel piano del'triangolo ABC il luogo di un punto M tale ohe le perpendicolari calate da A t B x O\ 
cri s petti fa» ente su MB, MG, MA. ■* intersechino in uno étesso padtolf. Determinare 1 parodi 
laogo di JP. 

Fu trovato ohe il luogo di M passa pei vertioi del triangolo fondamentale ABC e pei punti 
d'inoontro delle altezze con le perpendicolari condotte da C, A e B su BC, CA, AB, Tàl luogo 
è una conica. ‘Lo stesso succede pel punto M'. 

" Queste due coniohe s* intersecano nei vertici del triangolo fondamentale ed in un quarto punto 
N ohe gode della proprietà ohe le perpendicolari oondotte su NA, NB, K tfC da B, 0, A rispettiva¬ 
mente, o da O, A, B, o da A, B, 0 concorrono in uno stesso punto R', o R" o B. 

I due triangoli ABC, RR'R" sono inscritti in una stessa ellisse il oui centro è il barioentro 0 
comune a questi due triangoli. 

I oerohi osculatori ohe toccano questa ellisse nei punti A, B, C concorrono nel punto R, Ter que¬ 
sta proprietà caratteristica dovuta a Steihrb, il Nedberg propose di chiamar® il punto Rool nome 
di punto di Steiker, 
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te: con centro nei vertici del triangolo ABC e con raggio uguale*alla lunghezza 
del lato opposto, descriviamo i tre cerchi A lf A 2 , A 3 . Essi si segano due a due 
sul circoncerchio in punti T t U , V. La retta che unisce il punto d’intersezione; 
di BC ed UV col punto A sega il circoneerchio nel punto di Steiner R. 

Le rette AN, BN, CN s’intersecano nel punto di Steiner R. Le rette con¬ 
dotte da il perpendicolarmente ad AN e da B perpendicolarmente a BN s’in¬ 
tersechino nel punto R. Dall’essere : NAR = 9O 0 , NBR= DO' 1 , risulta che i punti 
A, N i B, R sono sullo stesso cerchio e che R è sul circoncerchio di ANB+ 
Quindi i punti N , A , B sono sul circoncerchio di ABC ed R è sul circoncerchia 
di ABC. Ora, poiché è NAR = 90°, è NR un diametro di questo cerchio, ed 
è: ^0/2 = 90°; cioè la perpendicolare a CN condotta da C passa pel punto R» 
19. Il punto E, è isogonale al punto alVinfinito della retta di Lemoine. 
Essendo la retta di Lemoine la polare del punto di Lemoine K } sarà OK per¬ 
pendicolare a tal retta. La retta condotta per A al punto all’ infinito della retta 
di Lemoine è parallela a questa ed è perpendicolare alla retta OK. 

Supponiamo che questa perpendicolare intersechi il circoncerchio di ABC in R 
Sarà: R'AB =* CAB , e cioè AR è isogonale ad AR\ 

Dall’essere AR parallela al lato B X C X del primo triangolo di Brocard, risulta 
che l’angolo formato da AR con BC è lo stesso dell’angolo formato da B X C X con 
BC. Ma l’angolo di B X C X con BC è uguale all’angolo AOK } per cui, se indi- 

✓"s 1 

chiamo con R a il punto in cui AR sega il lato BC\ sarà: AR a B^=AOK. E dunque: 
CAR a = CAB = AR a B — ACB = ÀOK — C, 

e quindi: 

are. KB = are. AB — are. AR 1 — C — AOK , 

per cui: 

R'AB = CAB 

e dunque AR è isogonale ad AR\ cioè alla parallela alla retta di Lemoine. 
Può mostrarsi in modo identico che BR è isogonale a BR ", che è la parallela 
alla retta di Lemoine condotta per B\ e che CR è isogonale a CR” che è la 
parallela alla retta di Lemoine condotta per C. Il punto R è dunque isogonale, 
al punto all’infinito della retta di Lemoine. 

19. Siano A\ 1 B\ } C\ i punti medi degli archi sottesi da BC\ CA , AB 
rispettivamente. Prolunghiamo A\A' ad intersecare ancora il circoncerchio in 
il 1 "! e su questa rettu che è un diametro del circoncerchio di ABC pigliamo A” 
in modo che sia: A'Al' = A'A\. 

Pigliamo ugualmente: B'B” = B'B \, C'C” = C'C\. Le perpendicolari calate 
da A, B, C sui lati corrispondenti del triangolo A"B"C" s 1 intersecano nel pv/nto 
di Steiner R. 

Infatti, sia R l’intersezione delle perpendicolari calate da A e B su C”B” e A”C” 
rispettivamente. Anche la perpendicolare calata da C su A”B” passerà per R . 
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È, come si vede: ^ ^ 

A"B”C" = 90 1 — ~, per cui ARB = 90° + -^ 

2 2 

ossia: ^ ^ ^ 

AC"B = AC'B = 180’ — <7, 

« C” è dunque centro del cerchio passante per A, R e B. La perpendicolare da 
C" su Aff, cioè la retta C 'B" divide per metà la retta AR , e la perpendicolare 
da C" a BR cioè C”A” divide per metà BR. 

Quindi A" è equidistante da B ed R ed anche da B e C. 

Ugualmente B" è equidistante da R e C. Si vede dunque che CR passa per 
R ed è perpendicolare ad A"B”. 


XI. 

Cerchio di Feuerbach - Cerchi di Tucker, di Taylor 
di Adams, di Neuberg, di M’ Cay 

1 . Il cerchio di Feuerbach ( 1 ) contiene i punti medi A’, B', C’ dei tre lati 
del triangolo , i piedi X, Y, Z delle altezze ed i punti medi V, V’, V” dei segmenti 

compresi fra i vertici e Vortocentro. 

Infatti, le figure C'V'V"B' Ì C'A' V” F, 
V’A’B' V sono rettangoli (fig. 72) e le coppie 
di diagonali uguali C’F" e BT; C'F" e 
A'F; B' V 1 e A'V si segano nel loro punto 
medio, e ciascuna è comune a due rettangoli. 
Otteniamo dunque un solo punto quale co¬ 
mune intersezione, equidistante dai punti 
A\ B\ C\ Vj V\ V " e tal punto è per con¬ 
seguenza centro del cerchio passante per essi 
Ma essendo ciascuno dei punti X, F, Z ver¬ 
tice di un triangolo rettangolo di cui T ipo¬ 
tenusa è rispettivamente una delle diagonali A' F, B' F', (7'F M , diametro di tal 
cerchio, ne segue che anche i punti X, 7, Z sono su tal cerchio. 

Xel caso particolare che il triangolo ABC sia rettangolo, il suo cerchio di Feuer¬ 
bach passa pei punti medi dei lati, pel vertice dell’angolo retto e pel piede 
della perpendicolare da questo sull’ipotenusa. 

(*) Questo cerchio è pur noto ool nome di cérchio <TEulkbo. È però generalmente chiamato 
cerchio di Fbubbbach dal nome del Geometra ohe primo ha riscontrata la sua rimarchevole pro¬ 
prietà di esser tangente all’incerchio e agli exoerohi. — Eigentchaften eintger merkwurdigtn puncté 
4e $ Dbzieck8-Nùbhbebg, 1822. 


/* 
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Il suo centro è all* intersezione della mediana corrispondente all’ipotenusa colla 
retta che unisce i punti medi dei cateti. H suo raggio è metà di ciascuna di 
queste rette. Esso è dunque la quarta parte dell* ipotenusa. 

3. Risulta dalla proposizione precedente che il cerchio di Feuerbach è 
circoncerchio del triangolo ortico XYZ. H suo centro si indica con 0 9 . Que¬ 
sto punto ha per omologo il circoncerchio O l del triangolo T X T Z T % formato dalle 
tangenti in A, B, C al circoncerchio del triangolo ABC 1 Sappiamo digià (veg- 
gasi retta d’EuLBRo) che le rette T x X, T t Y, T z Z concorrono in uno stesso punto P 
della retta d’EuLERO, e la posizione del punto O x è determinata dalle uguaglianze : 


ossia : 


PH P0 9 P0 9 — PH H0 9 

PO ~ PO x ~~ PO x — PO = OO x 


HO x 

OO x 


= 1 H- 4 cos A cos B cos C . 


Il cerchio di Feuerbach del triangolo ABC è tangente alV incerchio ed agli 
excerchi di esso. 

Per determinare i punti di contatto dell* incerchio col cerchio di Feuerbach si 
osservi che essendo AX, BY, CZ le altezze di ABC, le rette che uniscono gli 
incentri dei triangoli AYZ, BXZ, CXY rispettivamente ai punti medi delle rette 
AH, BH, CH concorrono nel punto di contatto dell’incerchio di ABC col cer¬ 
chio di Feuerbach. ( l ) 

Consideriamo il triangolo OHI . Essendo I0 9 una mediana di esso, si ha: 

2. 10 9 =. IÒ 8 + IH* — 4- OH* 

2 

ma è: 

ld i = R* — 2Rr, Ih 2 = 4— 2r ! — i- m 2 , QH* = 9IP — m\ 

2 

per cui sostituendo: 

IO, = i- R* — Rr + r* = (|- — r)*, 


cioè V incerchio ed il cerchio di Feuerbach si toccano internamente. Si otter¬ 
rebbe allo stesso modo: 

^ R 

I a0 9 = — -br a , ecc. 


3. Chiamando 
tivamente, è: 

d, d x , d % , d z le distanze di 0 9 da 1 e 

da I a , I h , 1 0 rispet- 

R 



R 

C 

i 

h 

II 

*3 

d x = — +r a , 

A 

= — -b r b , 

^3 — ~2~ T c 1 


(*) Il Casbt deduee questa costruitane dalla teoria di nn sistema di tre figure direttamente 
simili. In questo easo le tre figure sono i triangoli simili AYZ, BXZ, CXY, 
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e poiché è: 

r a + r & 4- r c —r =4 12, r a % -f-r 6 2 4- r c l 4- r = 16 i2 ? —w 2 

sarà: 

d 4- d x 4 - d z 4- Ó 3 = 6i2, d 2 4- di 2 4- d* 2 4- d s 2 = 2:i2* — m 2 . 
segmento che unisce il circoncentro al centro del cerchio di Feuerbach è 
diviso armonicamente dal baricentro e dall 1 ortocentro. 

Infatti, dall’essere : 

OI- J 01, 

risulta : 

OG — — 01 — 2 GL 

Ma è: 

01 =3 Gl, OH = 2 .10 = 6 . Gl, 

per cui sarà: 

og : oi=2 gi : gi= 2:1, oh:hi= e gì : 3 gi= 2:1. 


Da queste due proporzioni si ha dunque: 

og: gì = oh:hi. 


Pel piede Y dell’altezza BY conduciamo YY } parallela ad 0X' % la retta XY' 
passa per e XY per G . Il raggio del cerchio di Feuerbach è metà del rag¬ 
gio del circoncerchio ( l ) di AB ( 7 , cioè: 

o 9 r= i- ox. 

Ma per costruzione 0 9 Y è parallela ad 0X 1 ed è: 

00,=-OH, 

quindi : 

ox:o 9 y=oh:o 9 h, 

cioè i punti X ì Y ed H sono collineari. 

4. Le rette che uniscono gli incentri dei triangoli AYZ, BXZ, CXY rispetti¬ 
vamente ai punti medi delle rette AH, BH, CH, cioè a V, V', V M (fig. 72) con¬ 
corrono nel punto di contatto dell ’ incerchio di ABC col cerchio di Feuerbach. 
Basta infatti osservare che i tre triangoli predetti sono simili. 

Il centro del cerchio di Feuerbach è punto medio della retta che unisce il cir¬ 
concentro colVortocentro dello stesso triangolo. H suo raggio è metà del raggio del 
circoncerchio. ( 2 ) 


(*) Veggasi numero seguente. 

( a ) Il cerchio di Feuerbach può definirsi la figura simile al circoncerchio dello stesso triangolo , 
essendo H il centro di similitudine ed 1:2 il rapporto di similitudine. 
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Essendo l’angolo B’C’V retto (fig. 72), i tre punti B’, C’, V appartengono 
ad uno stesso cerchio il cui centro sarà il punto medio 0 9 di VA’ ; e poiché i 
due triangoli OA’C ed HCA sono simili, si ha: 

OA’ : ah= A’C’ : ac= i : 2 , 

cioè : 

OA' = AH — HV. 

La figura OA’HV è dunque un parallelogrammo e A’ V, OH ne sono le diago¬ 
nali che s’intersecano nel loro punto medio, cioè in 0 9 . Dunque 0 9 è punto 
medio di OH. 

Considerando il triangolo AOH si vede che V0 9 , raggio del cerchio di Feuer¬ 
bach, divide AH e OH per metà, per cui V0 9 è parallela ad AO , e si ha: 

HA' = HV — -i- AO = -i- R. 

2 2 


5. Vortocentro* ed il baricentro di ABC sono rispettivamente i centri di si - 
militudine esterno ed interno del circoncerchio e del cerchio di Feuerbach. 
Volendo determinare i centri di similitudine del circoncerchio e del cerchio di 
Feuerbach, conduciamo dei raggi paralleli in ambedue i cerchi. La retta che 
unisce gli estremi di questi due raggi, paralleli nella stessa direzione o in di¬ 
rezione opposta, interseca la retta che unisce i centri dei cerchi nel centro 
esterno o interno di similitudine. 

Proiettiamo 0 9 in T su BC (fig. 72) e conduciamo 0 9 T X perpendicolare ad AX. 
Sarà: 0 9 T=T x X\ e poiché tanto A’ che X sono sul cerchio di Feuerbach 
sarà 2\ il punto medio, per cui sarà: 


Ma è: 
per cui: 


T,X= 1 VX. 

VX = AX — AV, AV= OA', 

0 9 r=-i VX=^h a -OA'. 


6 . Se al triangolo ABC conduciamo una traversale che seghi AB, A C e d il 
lato BC nel suo prolungamento, e dai punti d’intersezione conduciamo delle 
perpendicolari a questi lati, formiamo un triangolo A\B\C\. Le rette AA\, 
BB' i, CC\ si segano in uno stesso punto M comune ai cerchi passanti per ABC 
ed A\B\C\. Questi cerchi si segano ortogonalmente, e le rette di Simson di M 
rispetto ai due triangoli sono parallele. 

Infatti, poiché i lati omologhi dei due triangoli ABC, A\B\C\ si segano sudi 
una stessa retta d, le rette che uniscono i vertici omologhi si segano nel punto M. 
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Se d si sposta parallelamente a sè stessa, M rimane centro d'omotetia di tutti i 
triangoli A\B\C\ corrispondenti. L’uno di questi triangoli si riduce al punto 
M, e d diventa allora una retta di Simson. Dunque M è sul cerchio che passa 
per A, B y Ce la sua retta di Simson, relativa al triangolo ABC è parallela 
alla retta d . 

H triangolo ABC può dedursi da A\B\C\ e d come A\B\C\ deriva da ABC 
e d. Dunque M è anche sul circoncerchio A\B\C\ Ì e la sua retta di Simson 
relativa a questo triangolo è ancora parallela a d . 

Essendo 0, 0\ i circoncentri di ABC e A\B\C\ Ì poiché questi due triangoli 
hanno i lati omologhi rispettivamente perpendicolari, le rette omologhe OA , 0\A\ 
si segano ad angolo retto. I triangoli OAM , 0\A\M essendo isosceli, si vede 
facilmente che l’angolo 0M0\ è retto. 

7 . Congiungendo 0 9 coi vertici di ABC (fig. 72) si ha: 

A 

A 

+ oj ?=2 ójr* + 4 c * 

A 

e sommando membro a membro, ed osservando che è: 

0 9 A' = 0 9 B' = 0 9 C' 

si ha: 

+ Ó^B 2 + Ò ^ 2 = Ri -f i- m* 

4 4 


espressione che ci dà la somma dei quadrati delle distanze del centro del cerchio 
di Feuerbach dai vertici del triangolo fondamentale . 

8 . La retta che unisce il circoncentro 0 al baricentro Or del triangolo ABC 
è doppia della retta che unisce il baricentro al centro 0 9 del cerchio di Feuerbach. 
Si ha infatti: 

OOg = 1 OH, OG =4- OH 

A 3 

per cui: 

00 9 — 0G=0 9 G = 4- OH — 4- 0H = 4- OH 

2 3 6 


ed 


og : o 9 g= 4 oh : 4 - oh= 2:1 

o o 


cioè: 

00 = 2 0 9 (?. 
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Chiamiamo ancora V, V\ V" i punti medi dei segmenti AH, BH , CET. Es¬ 
sendo i tre triangoli AYZ , BXZ, CXY inversamente simili al triangolo fonda- 
mentale ABC, le tre rette omologhe appartenenti a questi tre triangoli formano 
un triangolo abc omologico al triangolo ortico del triangolo fondamentale. H 
loro centro d’omologia ( l ) è sul cerchio di Feuerbach di ABC. 

Come si è visto, le rette che uniscono T l , T t , T 3 rispettivamente agli incentri 
dei tre precedenti triangoli passano pei punti di contatto del cerchio di Feuer¬ 
bach e dell’incerchio. 

Conduciamo infatti OA e VE parallela ad essa e che sega OH in E. Sarà EX 
uno dei raggi del cerchio di Feuerbach di ABC. Essendo AD la bisettrice 
dell’angolo BAC, gli incentri dei triangoli ABC, AYZ sono su AD in I ed I. 
Condotta FV, questa passa pel punto di contatto del cerchio di Feuerbach 
coll’ incerchio. 

Da I conduciamo IL perpendicolare su AB e tiriamo FL. 

Essendo IL = FL, risulta che il triangolo ILF è isoscele. È dunque: 


e quindi si ha: 


2^ = AI. IF, 2 Rr — AI. ID, 


r : R = IF ; ID. 


Conduciamo ( 2 ) ancora IF parallela ad EV. Poiché i punti F e V del triangolo 
AYZ corrispondono ai punti I, 0 del triangolo ABC, è: A!V= AIO. E quin¬ 
di: 1FF=*DI0, FIF = IDO, giacché ciascuno di questi angoli è uguale al¬ 
l’angolo DAO. I triangoli IVF, DIO sono dunque equiangoli e quindi simili, 
e danno: 

ir ; di = if : do 


cioè: 


IF ; DO = r\R. 

È dunque: IF —r. 

Ma poiché EV ed IF sono parallele, e poiché tali segmenti sono rispettivamente 
il raggio del cerchio di Feuerbach e dell’incerchio di ABC , la retta FFpassa 
pel loro centro di similitudine, cioè pel punto comune ai due cerchi. 

Allo stesso modo si dimostra che se F a è centro di uno degli excerchi di AYZ, 
la retta VF a passa pel punto di contatto del cerchio .di Feuerbach di ABC e 
dell'excerchio corrispondente. 

Segue da quello che precede che il circoncerchio di ABC è cerchio di Feuer¬ 
bach del triangolo I a hle ; © poiché i lati omologhi di questi due triangoli simili 
sono nel rapporto 1 ; 2, si vede di nuovo che in quello stesso rapporto sono il 
raggio del cerchio di Feuerbach e del circoncerchio di ABC. 


0) Tal centro appartiene al cerohio passante pei tre punti a , b t e, e le distanze di esso dai 
tre lati del triangolo abc sono rispettivamente proporzionali a oos A, oos 3, oos C. 

(*) Caset, 8 e quel of thè flr8t six bookt cf Euclid (capitolo aggiunto). 
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V 


9 . Insieme al triangolo ABC consideriamo i triangoli BCH , 4(7#, ABH. 
Essi hanno lo stesso triangolo ortico XYZ e quindi lo stesso cerchio di Feuer¬ 
bach. Quest’ultimo è tangente ai quattro cerchi tangenti ai tre lati di ABC, 
qualunque sia questo triangolo. Tal proprietà sussiste pure pei* ciascuno degli 
altri tre triangoli, per cui il cerchio di Feuerbach di un triangolo è tangente 
a sedici cerchi, che sono i cerchi inscritti ed ex-inscritti ai quattro triangoli. 
Il cerchio di Feuerbach di ABC coincidendo col circoncerchio del suo triangolo 
ortico, i punti H , A, B , C sono centri del suo incerchio e dei suoi excerchi. 
Fra questi punti esiste dunque la relazione stessa che esiste fra 0 ed 7, J a , 7 & , 
I 0 . Indicando con t XÌ t 2ì t 3 i raggi dei cerchi di centro#, A, B, C rispet¬ 
tivamente, se da H caliamo HX l perpendicolare su TZ, il triangolo rettangolo 
HX x Z sarà simile al triangolo AXC, essendo HZX l uguale al complemento dell’an- 
golo (7, cioè ad #4(7. E dunque : 

hx x : #z= xc : ac 

da cui: 

, „„ BZ.XC 

1 A C 2 A. abc 

m* — 

= 8R~. A 2 “ 


ossia : 


t 


1_ 

2 


mr — AB 2 


2 R 


Calando da A su YZ la perpendicolare A Y 1 , il triangolo AZY X essendo simile al 
triangolo AXC, dà: 

AY x \AZ = AX\AC 


da cui: 


t ' = AY x = 


AZ.AX 

AC 


2 A ^ m 2 — a 2 j 2 A ^ m 2 — 


abc 


4i2. A 


ossia : 



Si avrebbe ugualmente: 


t % — 


—- m 2 — b % 
A 


2 R 




— m 2 — c 2 
A 


2 R 
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Questi quattro valori poi danno: 

é 

tv + t 2 H- £ 3 — t = 4. p 

indicando con p il raggio del cerchio di Feuerbach. 

IO. 1 sei punti in cui i lati del triangolo ajty, simile e similmente disposto 
con ABC, incontrano i lati di questuiamo, sono su di uno stesso cerchio il cui 
centro è il punto medio 0' della retta che unisce il circoncentro 0 al circoncentro 
di ajfy. 

Infatti, essendo CMyF un parallelogramma la diagonale Cy biseca FM (fig. 78), 



per cui la retta FM è antiparallela ad AB ed anche ad NE, Cosi pure DE è 
antiparallela ad FP e NP a DM. Dunque i punti NMFEDP appartengono ad 
uno stesso cerchio. 

Essendo 0 il circoncerchio di ABC e O x quello di a(3y, i tre punti KO x O 
sono su di una stessa retta. La retta OC è perpendicolare ad MF, per cui il 
segmento O x y, che è parallelo ad OC, è pur perpendicolare a MF, 

Se dunque dal punto medio di MF conduciamo una parallela ad OC, essa pas¬ 
serà per 0', punto medio di 00 Y , e conterrà il centro del cerchio. 

Diremo ugualmente per le altre rette analoghe. 
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H punto 0' è dunque centro del cerchio che contiene quei sei punti. Da ciò 
che precede si vede che col variare della posizione del triangolo a 4 8y, varia pure 
la posizione del suo circoncerchio. Si ha dunque una serie di cerchi che piglia 
nome di gruppo di cerchi di Tuckbr. ( l ) 

11. 1 triangoli DFN, EMP sono uguali fra di loro e simili al triangolo fon¬ 
damentale. 

Osserviamo infatti che i lati di tali triangoli sono diagonali di trapezi isosceli. 
La similitudine di essi col triangolo ABC risulta dalle uguaglianze d’angoli : 

NDF = NEF = PEM = A, 

DNF = DPF = EPM= B, 

DFN= DMN= EMP = C. 

I lati del triangolo DFN e quelli di EMP formano coi lati omologhi di ABC 
uno stesso angolo tp, giacché sono angoli inscritti in uno stesso cerchio di Tc- 
ckkr, ed intercettano archi uguali, e si ha: 

FMN = DFE= NDP = PMN= EPD = MEF= «p. 

Dunque : se ad uno stesso triangolo inscriviamo due triangoli tali che i lati for¬ 
mino coi lati omologhi del triangolo fondamentale lo stesso angolo «p, i vertici 
dei due triangoli inscritti appartengono allo stesso cerchio di Tucker. 

Dall’essere le rette PF, MD, EN rispettivamente parallele ai lati BC, CA, 
AB del triangolo ABC, risultano uguali gli archi ED, PN, MF (fig. 73) e quindi 
anche gli angoli FDN, DFD', BAC. Per analoga ragione risultano uguali gli 
angoli DNF, FND, ABC. Quindi, tanto i due triangoli DNF e ABC che i due 
triangoli EPM e ABC sono direttamente simili. I due triangoli DNF e EPM 
sono quindi direttamente simili. Si vede ancora che i triangoli ABC e DNF 
sono omologici ed hanno il punto di Brocard Q di ABC per centro d’omologia. 


(*) Questi cerchi furono per primo studiati da E. Lemoine, Congresso di Lione , 1878. In seguito 
lo furono dal Neuberg, Mathesis, I, 1861 ; da M’ Cat, Educational Times, 1868 ; dal Tucker, Quar - 
terly Journal, XX, 1886. Fu il Neuberg a proporre il nome di cerchi di Tucker. 

Sulla teoria di questi cerchi può confrontarsi oltre alle predette memorie: E. Vigarià, Los circuì 
los de Tucker y sus casos part/culares - El Progreso Matemàtico ; H. M. Taylor, On a six point 
circle connected with a triangle- Messenger of Math,, 1862; R. C. Bows, Mote on M. H. M. Taylor’s 
circle, idem, 1883; R. Tucker, On M. Taylor's circle, idem, 1888; Idem, The triplicate ratio, circle - 
Proceedings of thè London Math. Soc., 1888 e Quarterly oto., 1888 ; Lemoihb, Proprietés dee parodie• 
les et antiparalleles etc. - Bolletin de la Societé Math. de France, 1884; Idem, Théorìmes divers sur 
les antiparallìles aux cótés d'un triangle - Mathesis, 1881, e Congrls de Pau, 1892; Tucker, Symme- 
dian and triplicate ratio circle - Repr. of thè Educ . Times, 1884 Idem, Oeom. Notes - Proceedings 
eto., 1886; Neuberg, Sur le centro dee médianes antipar allìles - Mathesis, 1881; Idem, Sur les cercles 
de Tucker - Repr. Educ. Times, 1885; Idem, Sur les figures semblablement variables - Proced. eto., 
1886; Idem, Equation générale des cercles de Tucker - Journ . de Math. spec., 1886; F. Davis, The 
recent geometry of triangle - Assoc. for thè improvement of Oeom . Teaching, 1888; A. Emmerich, Die 
Brocardschen Qebilde, Berlino 1891; E. Vigariè, Propr. générales des cercles de Tucker - Journ . de 
Math., 1886; Idem, Sur le premier circle de Lemoine, idem, 1888; Idem, Note sur la question 269 , 
idem, 1882. 
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Così pure i triangoli ABC e PEM sono omologici ed hanno Q' per centro 
d’omologia. 

Costruendo nella fig. 78 i due punti di Brocàrd G e Q’ si può verificare fa¬ 
cilmente che è : 

OG __ OQ* __ R 
O'G “ O'Q' R t 

indicando con R t il raggio del cerchio di Tccker. 

1 ». Si dimostra facilmente che il triangolo a’jìy formato dalle rette passanti 
per le coppie di punti DE , MF , P^7 ha i lati rispettivamente paralleli a quelli 
del triangolo TyT t T z formato dalle tangenti al circoncerchio di ABC pei vertici 
di esso. Questi due triangoli hanno il punto di Lemoine K per centro d’omo¬ 
logia. 

Se supponiamo che il triangolo a'j3 r y 1 si riduca al punto di Lemoine di ABC 
cioè che DE, FM, PK passino per K, il cerchio di Tcjcker si riduce al secondo 
cerchio di Lemoine. 

13. Siano U, V, W i punti medi di DE, PN, MF rispettivamente. Si ha: 

0'U= -i (40-t- O'a), 0’V= 4 - ( 0B + O'p), 0'W= 4 - ( OC+ 0"(). 

Dunque 0' è incentro del triangolo a'jìy, ed il raggio di questo incerchio è me¬ 
dia aritmetica fra i raggi dei circoncerchi di ABC e di a(3y* 

Se il triangolo aj3y si riduce al triangolo ABC, il cerchio di Tuckbr si riduce 
al circoncerchio di quest’ultimo triangolo. 

Se le parallele fjy, ay, ai lati del triangolo fondamentale ABC passano pel 
punto di Lemoine K, il triangolo si riduce al punto K ed il cerchio di 
Tucker al primo cerchio di Lemoine. Abbiamo pure visto (num. precedente) 
il caso in cui il cerchio di Tccker si riduce al secondo cerchio di Lemoine. 
È quindi per quel che precede che si è detto (§ HE) che il circoncerchio, il 
primo ed il secondo cerchio di Lemoine sono casi particolari del cerchio di 
Tucker. 

14 . Proiettando i vertici del triangolo ortico XYZ di ABC sui lati di questo, 
si ottengono sei punti che sono sullo stesso cerchio. ( A ) Proiettiamo X in Y 1 , 
Z\ ; Y in X 2 , Z % \ Z in X 3 , Y 3 (fig. 74). 

I triangoli AZH, AZ x X essendo simili (*) danno : 

AZ : AZ X = AH : AX 

(*) Problema proposto da Eutaris ( Bestiai* ) nel Journ . de Math. Élém . di Vuibert, 1877. Questa 
proprietà trovasi pure nei Teoremi e problemi di Catalae, nonché in Mathesie fra le questioni pro¬ 
poste da Neuberg, I, 14. Questo cerchio fu studiato da Taylor nel 1884 nei Proceed. of thè Lon¬ 
don Math . Society, XV, pag. 122. Fu Rowe ( Messenger of Mathem.) che propose il nome di cerchio 
di Taylor. 

(*) Mackay in Proceed . of thè Edimburgh . Math, Society , 18&4. Nei Messenger8 of Math., XII, 
trovasi un'altra dimostrazione dovuta ad Jessop. 


.*èd: 
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Per ugual motivo i triangoli AZY y AZ X Y danno: 

AZ\ AZ X = AYl AY X . 

Dunque i due segmenti ZF, Z 1 F 1 sono paralleli. Ma ZF è un segmento antipa¬ 
rallelo a Z 2 F 3 ; quindi anche Z X Y X è antiparallelo a Z 2 F 3 . I pùnti Z x , Z 2 , F x , 
F 3 appartengono dunque ad uno stesso cerchio. 

Allo stesso modo si mostra che tanto i punti Z n Z 2 , X 2 , X 3 che i punti X 2 , 
X 3 , F n F 3 sono rispettivamente su di uno stesso cerchio. Dunque i punti 

X 2 X 3 F l F 3 Z 1 Z 2 sono su di uno stesso cerchio. 
Questó cerchio porta il nome di cerchio di 
Taylor. 

15. Indicando con X', Y\ Z' i punti 
medi dei lati del triangolo XYZ , i due trian¬ 
goli XYZ e X’F'Z' sono omologici ed hanno 
il punto di Lemoine K di ABC per centro 
d’omologia. Basta infatti osservare che es¬ 
sendo FZ e BC antiparallele ed essendo X’ 
il punto medio di FZ, è AX' la simediana 
di ABC condotta da A . 

Ugualmente le BY\ CZ' sono le simediane condotte da B e C. 

Le rette di Simson del triangolo XYZ rispetto a ciascuno dei punti A\ B% 
C\ oppure del triangolo A'B'C' rispetto a ciascuno dei punti X, F, Z, s’inter¬ 
secano nel centro del cerchio di Taylor del triangolo ABC, 

I punti Hj A , C sono l’incentro e gli excentri del triangolo ortico XFZ, per 
cui la figura formata dai centri dei cerchi di Taylor dei triangoli HBC \ HCA, 
HAB è simile a quella formata dai punti H, A, B , C\ 

16. Il cerchio di Taylor T del triangolo ABC sega ortogonalmente i tre ex¬ 
cerchi del triangolo ortico XYZ, e ciascuno dei cerchi di Taylor T x , T 2 , T 3 di 
HBC, HCA, HAB rispettivamente , sega ortogonalmente V incerchio e due degli ex¬ 
cerchi del triangolo XYZ. 

Indichiamo con p x , p 2 , p z le perpendicolari ( A ) condotte da A, B , C su FZ, ZX, 
XF rispettivamente. Tali perpendicolari saranno i raggi degli excerchi del trian¬ 
golo XYZ. 

I triangoli ABC, XYZ essendo simili, si ha: 

Pl * : ax 2 = az 2 : ac 2 

cioè : 

Pl * A Y 1 . AC= AC. AZ t ; AC 2 . 

Dunque è: p x * = AY X . AZ 2 ; ma il prodotto AY X . AZ % equivale al quadrato della 

( l ) Casey, Sequel etc., cap. aggiunto. 
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tangente condotta da A al cerchio 1\ dunque il cerchio che ha A per centro e 
p L per raggio sega ortogonalmente il cerchio di Taylor di ABC . 

17. Il cerchio di Taylor del triangolo ABC appartiene al gruppo dei cerchi 
di Tocker dello stesso triangolo. 

Essendo i punti Z lì Z 2 , F 3 , X 2 sullo stesso cerchio, è Z l Y 3 X 2 = Z l Z 2 X 2 . 

/N /N /\ /\ 

Ma è: Z l Z t X 2 = (7, essendo Z 2 X 2 antiparallela ad A (7, duque è: Z, F 3 X^ = (7. 

Si ha ancora: X 2 Z x X 3 = X 2 Z 2 Y 3 , ed anche X 2 Z 2 F 3 = Z 2 X 2 F, essendo Z 2 F 3 pa¬ 
rallela a BC, e quindi X 2 Z 2 F 3 = A. 

Il triangolo Z^X* è dunque simile ad ABC ed il suo circoncerchio T è uno 
dei cerchi del gruppo di Tocker. 

Il triangolo XYZ è triangolo ortico tanto di ABC che dei triangoli HCB , 
HAC, HAB. I centri dei cerchi T, T Xì T 2ì T 3 coincidono rispettivamente col 
circoncentro e cogli excentri del triangolo ottenuto unendo i punti medi dei lati 
del triangolo ortico di ABC. 

I lati e le altezze del triangolo ABC sono gli assi radicali dei cerchi T , 2\, T 21 
T 3 ed i centri dei cerchi T, T Xì T 21 T 3 sono a loro volta i centri radicali di 
ABC , HCB, CHA, BAH. 

18 . Indichiamo con p, p XÌ p y , p z i raggi dell’ incerchio e degli excerchi del 
triangolo XYZ. La nota espressione: 

16 i? 2 = a- 4- b % -f- c 2 -h r 1 4- r a 2 4- r$ 2 4- r c 2 

pel triangolo X' Y 1 Z' formato unendo i punti medi di XYZ , e che quindi è 
con questo nel rapporto 1 ; 2, diventa : 

16 (t r ) = T ^ + + P** + Pl * + x * + 2/2 + ^ 

essendo x, y, z i lati del triangolo XYZ . 

È dunque: 

i? 2 = (p 2 4- pS 4- p y 2 4- p* 2 ) 4- 0» 2 4- 2/ 2 4- a 2 ). 

19. Se con H ì , Zf 2 , il 3 indichiamo gli ortocentri dei triangoli AFZ, J3XZ, 
CXY rispettivamente, Ve rette HjX, H 2 Y, H 3 Z passano pel centro T del cerchio 
di Taylor e sono ivi bisecate. 

Infatti, il centro del cerchio di Taylor di ABC è all’intersezione di TT e Z'T 
che sono rispettivamente perpendicolari a CA e AB. A queste stesse rette sono 
rispettivamente perpendicolari le ZY 3Ì Z 2 Y che s’intersecano in H x . Dall’essere 
cosi: XZ =ss 2 . XY e XY = 2 . XZ’ risulta che i quadrilateri H x ZXY e TYXZ' 
sono omotetici, per cui H x X passa pel centro T del cerchio di Taylor ed è ivi 
bisecata. 

Il baricentro (?’ del triangolo XYZ è punto d’intersezione delle rette HT, 
AT X , BT 21 CT 3 , essendo T x , T 2ì T 3 i centri dei cerchi omonimi. 
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Si ha inoltre : 

HG' : TG 1 — AG' : T X G' = ; T 2 G' = CG' \ T Z G' = 2 ; 1. 

Essendo t/ 2 , */ 3 i punti associati al punto di Nagel J del triangolo ABC, 
i punti di concorso dei lati non omologhi dei triangoli AÈ O e J X J % J Z sono su 
di uno stesso cerchio concentrico all’incerchio di ABC, e che è il cerchio di 
Taylor del triangolo t T X J 2 J Z . 

*0. Se pel punto di Gergonne T del triangolo ABC conduciamo le parallele 
ai lati EF, FD, DE del triangolo DEF determinato dai punti di contatto dell'in¬ 
cerchio coi lati del triangolo fondamentale, tali parallele incontrano i lati di ABC 
in sei punti che sono sa di uno stesso cerchio ( l ) detto cerchio di Adams. 

Siano A X A 2 B X B 2 CiCi tali punti (fìg. 75). Completiamo l’esagono che essi deter¬ 
minano. Le figura AFYEBC è un quadrilatero completo e la sua diagonale AI* 

è segata armonicamente dalle rette 
FE e BC. Quindi i punti A, U, T, 
D formano una punteggiata armo¬ 
nica, ed il fascio E(AVTD) è un 
fascio armonico. Ma YMEM' è un 
parallelogrammo di cui MM' e T-E? 
sono diagonali. Dunque MM' è bi¬ 
secata da FE, cioè MM' è paralle¬ 
la a quel raggio del fascio armonico 
che è coniugato ad ET, cioè ad E A. 
Considerazioni analoghe ci mostra¬ 
no che NN' è parallela ad AB ed LL' a BC. 

Dalla considerazione ( 2 ) dei parallelogrammi B X MM'E e B 2 M' ME risulta: 
B X E= B 2 E; e dalla considerazione dei parallelogrammi C X N'NF e C 2 NN'F ri¬ 
sulta : C\F = C 2 F . Si ha così : 

B X E : B 2 E = C X F : c 2 f. 

Ma B 1 C\ è parallela ad EF, dunque anche B 2 C 2 è parallela a EF. Si deduce 
allo stesso modo che C X A X è parallela ad FD e A 2 B X è parallela a DE. 

I due esagoni LL'MM'NN' e A Ì A 2 B X B 2 C X C 2 sono dunque simili ed il rapporto 
dei lati omologhi è di 1 ; 2. 

In ultimo, dall’essere LL' parallela & BC, risultano uguali gli angoli L'LY, 
CDE, CED, MM'Yi per cui i punti L, L', M, M' appartengono allo stesso cer¬ 
chio. Per ugual motivo sono su di uno stesso cerchio tanto i punti MM'NN' 
che i punti NN'LL'. Dunque i sei punti LL'MM'NN' sono sullo stesso cerchio. 



(*) 0. Adams, Die Lehre von den Transversalen , pag. 77-80 (1848). 
(2) Vegg. Mackay, Proceedinge of thè Edim. Mat. Soc. 
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21. Dall èssere simili i due predetti esagoni risulta che i cerchi passanti 
pei loro vertici sono omotetici, ed hanno il punto di Gergonne T per centro 
d’omotetia. Tal punto è inoltre punto di Lemoine del triangolo DEF. Dun¬ 
que, il punto di Gergonne di un triangolo è punto di Lemoine del triangolo 
determinato dai punti di contatto dei lati del triangolo fondamentale col suo 
incerchio. 

Il cerchio passante pei vertici dell’esagono LL'MM'NN' è poi il primo cerchio 
di Lemoine del triangolo DEF . 

SS. Il cerchio di Adams di ABC e V incerchio di questo hanno lo stesso centro . 
Infatti, le corde A 1 A 2ì B X B 2 , C 1 C 2 del cerchio di Adams (fig. 75) hanno i punti 
D, E, F rispettivamente per punti medi. Se dunque per D, E, F conduciamo le 
perpendicolari a tali corde, esse evidentemente s’intersecheranno nel punto I y 
incentro del triangolo ABC . 

Dall’essere il punto T centro d’omotetia dei due cerchi di centro I ed F f 
essendo V il centro del cerchio di Adams, risulta: TI' ! TI= 1 *. 2. 

$3. Anche i punti di contatto di ciascuno degli excerchi del triangolo ABC 
coi suoi tre lati determinano un triangolo. Si hanno cosi tre triangoli D 1 E l F 1 , 
D 2 E 2 F 2 , D 3 E 3 F 3 . Conduciamo dai punti Ti, r 2 > Ts» punti associati al punto 
di Gergonne T del triangolo ABC rispettivamente le parallele ai lati di quei 
triangoli. Determineremo altri sei esagoni inscrittibili, e quindi altri tre cerchi 
I' 11 I f 2 , I’ 3 che possono chiamarsi cerchi associati al cerchio di Adams. Tali 
cerchi saranno i secondi cerchi di Lemoine rispettivamente dei triangoli DyE^y 
D 2 E 2 F 2 , D 3 E 3 F 3 ed avranno per centro gli excentri I a , I b , l e del triangolo fon¬ 
damentale ABC. 

34 . Abbiamo detto (§ III, num. 16) che se su ciascuno dei lati del trian¬ 
golo fondamentale ABC costruiamo dei triangoli aventi lo stesso angolo di Bro- 
card di ABCy il vertice libero di ciascuno di tali triangoli determina un cer¬ 
chio. Sono questi i cerchi detti di Neuberg e che indicansi con N a , N b , N c . 
Si possono direttamente ottenere dei punti di ciascuno di tali cerchi. Conside¬ 
riamo ad esempio il cerchio N a . Costruiamo gli angoli CBE, BCF uguali a 
BAC e posti dalla stessa parte di BC dalla quale è il vertice A . Le rette BE 
e CF incontrino AB rispettivamente in E ed F. I triangoli BEO, CBF sono 
equiangoli con ABC ed hanno ugual angolo di Brocard o). Dunque i tre punti 
A, E, F sono sul cerchio N a . 

Ugualmente i loro simmetrici rispetto alla retta A'O sono sullo stesso cerchio N a * 

I cerchi N a , N b , N c incontrino rispettivamente le perpendicolari condotte pei 
punti medi A\ B\ (7’ dei lati di ABC nei punti n a , rì a ) n bì rì b \ n 0ì rì c . I 
due gruppi di punti: n a n b n Cì rì a rì b rì c sono vertici di due gruppi di tre trian¬ 
goli ( l ) simili costruiti sui lati BC, CA , AB, ed isosceli. 

(*) Essendo questi triangoli isosceli ed eqnibrooardiani con ABC, le rette Av* at Bn b , Cw c e* in- 
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Costruendo il primo triangolo di Brocàrd A x B x C x di ABC i punti N a , N b , N c 
ed i punti A 1 , B x , C x sono appunto vertici di due gruppi di triangoli isosceli 
simili costruiti su BC, GA, AB, ed i cui angoli alla base: N a BC, A X BC sono 
complementari. Dunque le rette AN a , BN b , CN c s’intersecano nel punto di 
Tarry N, e sono perpendicolari ai lati corrispondenti ( l ) del primo triangolo di 
Brocàrd. Le rette AA X , BB X , CC X che come sappiamo, concorrono in un punto 
D, sono rispettivaménte perpendicolari ai lati corrispondenti del triangolo N a N b N c , 
Sappiamo anche che conducendo pei punti A, B, C le parallele ai lati del trian¬ 
golo A X B X C X , queste concorrono nel punto di Steiner R; dunque le tangenti 
condotte dai vertici A, B, C rispettivamente ai cerchi N a , N b , N c concorrono 
nel punto di Steiner R del triangolo ABC. 

* 5 . Se T lf T 2 , T 3 sono i tre vertici del triangolo anticomplementare di ABC 
il punto T 3 è il centro radicale dei tre cerchi N«, N&, 0, giacchi AT 3 è asse ra¬ 
dicale di 0 ed N a , e BT 3 lo e di 0 ed N&. L’asse radicale di N a ed N& è dun¬ 
que la perpendicolare calata da T 3 sulla linea dei centri N a N & . Questuasse è quindi 
parallelo a CD, cioè il centro radicale dei tre cerchi di Ne ubero è Vanticomple¬ 
mentare del punto ( 2 ) D. 

Se si considera il cerchio N a ed il vertice A, si vede che il loro asse radicale 
è la retta AR : cosi pure che l’asse radicale di N a e B è la retta CS2', giacché 
CQ' è perpendicolare a N a B, e C ha ugual potenza rispetto ad N a e B. L’asse 
radicale di e C è poi la retta CQ. Dunque : il cerchio N a ed i vertici B e 
C hanno il vertice A x del primo triangolo di Brocàrd per centro radicale. 
Ricorrendo alla trasformazione per raggi vettori reciproci, ( 3 ) assumendo il ver- 


terseoheranno sull’iperbole di Kiepert e saranno parallele agli asintoti di questa conioa. Allo 
stesso modo le rette An' a , Bn' b > Cn' c saranno parallele al secondo asintoto. 

(») A. Gob, Sur les cercles de Neuberg - Mem. de la Soc . dee Sciences de Lilge. 

(•) Per maggior estensione, reggasi la memoria di A. Gob. 

( 3 ) La trasformazione per raggi vettori reciproci o per inversione è dovuta al Bellavitis (1888). 
In essa essendo dato un polo fìsso A, ad ogni punto m corrisponde un punto m' della retta Am, 
tale ohe il prodotto Am . Am' ha un dato valore detto potenza della trasformazione. I punti m ed 
m' sono reciproci, cioè questa trasformazione è involutiva . 

La trasformazione precedente è un caso particolare della trasformazione quadratica che a sua 
volta è un caso particolare delle trasformazioni bi-razionali , cioè le trasformazioni nelle quali ad 
ogni punto di una delle figure non corrisponde in generale che un solo punto nell'altra figura. 
Queste trasformazioni bi-razionali sono dovute al Cremona il quale dimostrò pure che esse possono 
ridursi ad una serie di trasformazioni quadratriche. 

Uniamo i vertioi A , B, 0 del triangolo ABC ad un punto qualunque 0 dal suo piano, e costruiamo 
le rette AA', BB\, CC Ì simmetriche ad AO, BO, CO rispetto alle bisettrici degli angoli A, B, Cdel 
triangolo. Le rette AA\ BB'. CO' passeranno per uno stesso punto O’. I punti 0, 0' formano una 
trasformazione bi-razionale , giacché ad un punto 0 del piano corrisponde un punto determinato 
0', e reciprocamente: per di più questa trasformazione ò involutiva giacché i punti 0 ed 0' si 
corrispondono doppiamente, cioè O' si trova in O se si dispone 0 in 0'. I punti fondamentali sem¬ 
plici della trasformazione sono i vertioi del triangolo fondamentale: i lati opposti ne sono le 
curve fondamentali. Ad una retta passante per uno dei tre punti fondamentali oorrisponde evi¬ 
dentemente una retta passante per lo stesso punto; quindi la curva oorrispondente ad una retta 
qualunque è una conica ohe passa pei vertioi del triangolo ABC . Vi sono poi quattro punti e sei 
rette ohe coincidono coi loro elementi oorrispondenti, e sono l’incentro e gli excentri del trian- 
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tice A per polo d’inversione e bc per potenza, il Gob dimostra che se si piglia 
il cerchio simmetrico del cerchio N a rispetto a BC, ed il simmetrico del cerchio 
di Brooard rispetto alla bisettrice dell’angolo in A, tali due cerchi sono in¬ 
versi l’uno dell’altro. 

Ugualmente, se n a , n b , n c sono i simmetrici dei cerchi N a , N b , N CÌ rispetto ai 
lati BC, CA, AB rispettivaménte, e se Z è il centro di del cerchio di Bro- 
oard, cioè il punto medio del segmento OK, le rette An a , BZ sono isogonali 
rispetto all’angolo ABC, per cui pel teorema precedente le rette At a , Bn b , Cn c 
si segano nel punto Z' inverso del centro Z del cerchio di Brocard. 

26. Costruiamo sui lati del triangolo fondamentale ABC, considerati quali 
rette omologhe, tre figure simili S c * I cerchi di Neuberg N«, N & , N* 

sono tre linee omologhe di queste tre figure . Chiamiamo P l , P 2 , P 3 tre punti 
omologhi appartenenti a quelle tre figure. Le rette AP 1 , BP l , CP 3 saranno 
parallele. Quindi se G', Gr”, G"' sono i baricentri dei triangoli P X BC, P x CA r 
P X AB, questi baricentri sono punti omologhi delle tre figure 2 a , 2&, So 6 sono 
posti sulla parallela ad AP X condotta per G . I luoghi geometrici di tali bari¬ 
centri sono tre cerchi M a , M b , M e passanti per G ed aventi rispettivamente per 
centro i baricentri dei triangoli N a BC, N q CA, NcAB. Tali cerchi piglian nome 
di cerchi di M' Cay. Essi passano rispettivamente pei vertici B t e (7 2 ; C 2 o 
A^] C t e B 2 del secondo triangolo di Brocard del triangolo ABC. 


golo ABQ e le sei rette ohe passano per dne di questi quattro punti, le sei bisettrici degli angoli 
del triangolo ABC. 

Un’altra trai formazioni anoh’essa oaso particolare delle trasformazioni dilazionali si è quella, 
detta per cerchi simmetrici. Sui tre lati del triangolo ABC quali corde descriviamo tre cerchi 
ohe abbiano un punto 0 in oomune. Facondo subire a ciasoun cerchio una semi-rivoluzione attorno- 
alla corda su cui fu descritto, otteniamo altri tre cerohi simmetrici ai precedenti rispetto ai lati 
del triangolo. Questi cerohi passano anoh’essi per uno stesso punto 0\ 

I punti O, 0' formano una trasformazione bi-razionale involutiva. 

A ciasouno dei punti A, B, C corrisponde un cerchio, che è il circoncerchio di ABC al qual cer¬ 
chio si ò fatta subire una semi-rivoluzione attorno al lato opposto al vertice ohe si considera; 
questi cerchi passano per l’ortocentro del triangolo. 

La trasformazione per cerohi simmetrici si deduce dalla trasformazione per rette simmetriche» 
mediante la trasformaziono per raggi vettori reciproci. 
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XII. 




SISTEMI DI COORDINATE 


Applicazioni alla recente Geometria del triangolo. 

Coordinate di un punto sono quei sistemi di grandezze che ci permettono di 
determinare la posizione di quel punto nel piano o nello spazio. 

Vari sono i sistemi di coordinate; fra di essi il cartesiano è quello d’uso più 
comune. Nella Geometria del triangolo si ricorre di preferenza al sistema trili¬ 
neare o normale , al baricentrico , al tripolare , elYangolare ecc., non già perchè 
questi sistemi abbiano la pretesa di sostituirsi ai classici assi cartesiani, ma 
perchè rispondono meglio a bisogni speciali, permettendo semplificazioni di gran¬ 
de importanza. Lo scopo è poi sempre quello accennato da Descartes: (*) so¬ 
stituire al genio la pazienza, badando però di non abusarne. 

Quando la posizione d’un punto o l’equazione di una linea sia data in funzione 
delle coordinate di uno di questi sistemi, si può ridurla ad essere espressa in 
funzione delle coordinate di uno degli altri sistemi ricorrendo a formule parti¬ 
colari dette di trasformazione . 

1. Nel sistema cartesiano la posizione di un punto M si riferisce a due 
assi X'X, Y'Y che s’intersecano in un punto 0, detto origine degli assi, e la 
posizione di tal punto è determinata dall’intersezione di due rette parallele 
agli assi. 

È però necessario specificare da qual parte degli assi trovasi tale intersezione, 
ed a tal fine si ricorre alla convenzione di indicare col segno + o — la sua 
distanza dall’origine. Se P è il punto in cui la parallela ad YY' condotta per 
M interseca X'X, si darà ad OP il segno + se lo si considera ne] senso OX, 
ed il segno — se lo si considera nel senso opposto. 

Così pure se Q è il punto in cui la parallela ad YY 1 condotta per M interseca 
l’asse X f X, daremo ad OQ il segno -f- se lo consideriamo nel senso OF, ed il 
segno — se lo consideriamo in senso opposto. 

C 1 ) M. Mabme, Hi sto ir 6 dei Mathematiquei . 
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I due segmenti di parallele che determinano la posizione di M cioè PM e QM, 
sono le coordinate se, y di esso: il primo è Vascissa, il secondo Vordinata. I 
due assi X'X, Y'Y pigliano rispettivamente nome di asse delle ascisse e di asse 
delle ordinate . 

Col dare ad se ed y tutti i valori possibili positivi e negativi, cioè col far va¬ 
riare tanto se che y tra 4 - co e — co, determiniamo tutti i punti del piano. Cia¬ 
scuna coppia di valori determina la posizione di uno di tali punti e di uno solo. 
Dall’essere la figura OPMQ un parallelogrammo, si vede che le coordinate del 
punto M non sono che le proiezioni del raggio OM sui due assi: il punto M è 
vertice dei due triangoli OMP, OMQ. Se i due assi sono ortogonali, le coor¬ 
dinate di M sono le sue distanze dai due assi, ed anche le proiezioni ortogonali 
del raggio OM. Come si vede, il punto M è dato di posizione dal sistema delle 
due equazioni : 

x — dza ì y = ± b 

e la distanza di esso dall’origine delle coordinate dalla relazione: 

OM = ± Vcc 2 4 - y 2 

se le coordinate sono ortogonali, e quindi il triangolo OPM è rettangolo ; e dalla 
relazione : 

OM = ± Yac* y % 4 - 2 xy cos 0 

se gli assi coordinati sono obliqui e formano fra loro l’angolo 0 . 

Nel sistema di coordinate trilineari o normali anziché far dipendere la 
posizione del punto M da quella di due assi coordinati la si fa dipendere da 
quella di tre assi che s’intersecano formando un triangolo ABC che chiamiamo 
fondamentale o di riferimento, e la posizione di ilf è determinata dai rapporti 
scambievoli delle sue distanze da queste tre rette fìsse. 

Dal punto M , che è nel piano stesso del triangolo ABC, caliamo le perpendicolari 
sui tre lati a, b, c. Le lunghezze di queste perpendicolari sono le coordinate 
normali assolute di M. 

H punto M determina coi tre lati del triangolo di riferimento tre triangoli, fra 
i quali, tanto se ilf è interno che se è esterno al triangolo fondamentale, esiste 
sempre la relazione (vegg. num. 4): 

BMC + CMA + AMB = ABC 

ossia, poiché il prodotto di un lato per l’altezza corrispondente dà il doppio del¬ 
l’area del triangolo: 

( 1 ) ax 4 * by 4 - cz = 2 A. 

Se il punto m è su di uno dei lati di ABC, la coordinata corrispondente è nulla. 
Se poi coincide con uno dei vertici, saranno nulle le coordinate corrispondenti 
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ai due lati adiacenti al vertice. Le coordinate dei vertici A, J3, C sono dunque 
rispettivamente : 

(K, O, ó) (o, A», ó) (o, o, A,), 
e quelle dei punti medi dei lati a, 6, c sono rispettivamente : 

( hb h e \ I h 0 hc\ (h a h\, \ 

’ 2 ’ 2 /’ \2 ’ 27 ’ \2 ’ 2 ’ /• 


Se osserviamo che è: 


a =■ 


2 A 

A.’ 


6 = 


2 A 

A» ’ 


c = 


2 A 
A- ’ 


sostituendo nella (1) si ha: 


x 

"hi 


JL + JL _ i. 

A» A, 


Volendo relazioni analoghe in funzione degli angoli del triangolo fondamentale, 
basta ricorrere alla nota relazione trigonometrica: 


c abc * ^ 


sen A sen J5 sen C 2 A 


per cui si ha: 


e quindi: 


a = 2R sen A , 6 = 2 i? sen J5, c = 2R sen C 


, « ^ A 4A 

se sen i +v sen J5 + a sen (7= — = —— 

R abc 


Se anziché assumere quali coordinate le lunghezze delle perpendicolari calate 
dal punto sui lati del triangolo di riferimento consideriamo delle lunghezze pro¬ 
porzionali ad esse, avremo le coordinate normali relative . In ogni caso si con¬ 
viene di dare ad se il segno ■+■ o il segno — a seconda che M è al disopra o 
al disotto della base del triangolo di riferimento. 

Quando di un punto si conoscano le coordinate trilineari relative e si voglia 
determinarlo, si costruisca un punto ausiliario M 1 determinato dalle distanze y 
e z. H punto M che si cerca sarà necessariamente sulla retta AM X . Una nuova 
traversale angolare di M ci determina questo punto. 

S. Dalle coordinate trilineari ri passa facilmente alle cartesiane che per ora 
indichiamo con X ed F. Assumiamo per assi cartesiani i due lati BC, BA del 
triangolo di riferimento, e pel punto M conduciamo le parallele ad essi. Evi¬ 
dentemente si ha: 

x — FsenJB, z = X sen B. 

Se poi ricordiamo che le coordinate trilineari di M non sono altro che le altezze 
dei tre triangoli BCM 1 CAM , ABM rispettivamente, si vede che per la (1) è: 

t/= 4- Xsen C7— Fsen A. 

& K 


14 
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Se gli assi cartesiani che si considerano sono ortogonali, Pano essendo BC e 
Paltro la perpendicolare a BC in B, si ha: 

x = Y, z = X sen B — Fcos B 


per cui: 


y = h b — X sen C — Fcos C. 


Queste formule ci danno mezzo di passare dalPuno all’altro dei due sistemi di 
coordinate. 

4. Coordinate bariceniriche. Sappiamo che la posizione di un punto M preso 
su di uno dei lati del triangolo fondamentale ABC } ad esempio, su AB, è de- 

AM p 

terminata dal rapporto: —— = — • Ricordando il teorema di Cevà vediamo 

MB l 

che dato nel piano del triangolo un punto, si definiscono tre di tali rapporti, 
sufficienti per determinarlo di posizione. Se però osserviamo che il prodotto di 
tali rapporti è 4 -1, si vede che dati due di tali rapporti il terzo se ne deduce 
di conseguenza. 

Chiamando A x , B l1 C x i punti in cui le traversali angolari AM, BM, CM re¬ 
lative al punto M incontrano rispettivamente i lati a, b, c del triangolo ABC, 
i predetti rapporti possono scriversi: 

AC l p BA X q CB X l 
~CyB ~ 7 ’ = 7 

e corrispondono alle uguaglianze: 

CMB AMC _ BMA 

l ~ P ~ q 

Esiste dunque proporzionalità fra le aree dei triangoli CBM, ACM, BAM e le 
quantità l, p, q. Queste aree formano un nuovo sistema di coordinate detto di 
coordinate baricentriche ( l ) del punto M. Esse sono assolute se si considerano 
realmente tali aree, e relative se invece si considerano tre quantità ad esse pro¬ 
porzionali. 

Le coordinate baricentriche s’indicano colle lettere a, p, y e se A indica come 
di solito l’area del triangolo fondamentale ABC, è: 


a + P + r = à, 


relazione chS evidentemente vale solo pel caso delle coordinate assolute. Po¬ 
nendo in generale: 

a + p-by — s 

e ricordando la (1), è : 

8 = {ax 4- by 4- cz). 


C 1 ) Chiamatisi oosl anche i valori di tre pesi, positivi o negativi, ohe devonsi applioare ai ver- 
tioi di ABC affinchè il punto M divenga il loro baricentro. 
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Indicheremo con a, [3, y le coordinate relative alle quali per solito si ricorre, e 
con , Yx quelle assolute. Le precedenti relazioni poi danno modo di pas¬ 

sare dalle nne alle altre. Si ha infatti: 

— -- h y* _ a i Pi + Yi _ _a_ 
a p = y a+P + y « 
da cui possiamo ricavare cc lf p n y x . 

Se diamo alle coordinate a, p, y il segno delle altezze x, y 7 z dei singoli trian¬ 
goli aventi a, 6, c rispettivamente per basi, è: 

oc = —ax, P= jtyt y-Y 0 *' 

Come si è scritta la relazione : 

i = x 

* 2> g 

si può dunque anche scrivere : 

ax by cz 

e queste relazioni ci permettono di passare dal sistema trilineare al baricentrico 
e viceversa. 

Le coordinate relative ad un punto M del piano del triangolo ABC devono 
sempre considerarsi con segni tali che la somma algebrica di esse sia uguale 
all’area del triangolo fondamentale. Se tal punto anziché interno è esterno ad 
ABC ed è, per esempio, compreso entro l’angolo CAB, è: 

ABC = ACM +BAM~ CBM*=$ + y — a, 

e se è compreso entro uno degli angoli opposti al vertice a quelli del triangolo 
dato, ad esempio in quello opposto al vertice C, si ha: 

ABC— ABM — BCM— ACM= y — a — p. 

Qualunque sia dunque la posizione di M nel piano del triangolo di riferimento, 
si ha sempre: 

jx jj_ y_ _ A 

l + p + q ~ l-hp-hq' 
ed 

ax by cz 2 A 

l p q l+p+q 

Qualora il punto M fosse su di uno dei lati del triangolo del riferimento, una 
delle sue coordinate baricentriche sarebbe evidentemente nulla. Cosi, se ad 
esempio M fosse sul lato BC, sarebbe : 
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Se fosse su CA sarebbe: 


Se poi fosse su AB sarebbe : 


r — *» 



JL 


Se coincidesse con nno dei vertici del triangolo di riferimento, due delle sne 
coordinate baricentriche sarebbero nulle e la terza rappresenterebbe l’area stessa 
del triangolo ABC. Se ad esempio M coincidesse con A, sarebbe: 

« = A, p = Oj f = o. 

Dal sistema baricentrico si voglia passare ad un sistema cartesiano qualunque 
OX, OT. Se X ai Y a , X b .... sono le coordinate cartesiane dei tre vertici A, 
Bj C si ha : 

j_ S % Xg Y _ S OS Yg 


Reciprocamente si ottengono le coordinate baricentriche in funzione della car¬ 
tesiane ricorrendo alle formule: 

2 « = [2 a 0 — (w — v) X -f- (w' — v f )^]i ecc * 

essendo oc 01 .... le coordinate baricentriche dell’origine 0 degli assi cartesiani 
ed u f u\ v , v ' ecc. le distanze dei vertici A , B, C dagli assi OX, OY. 

5. Coordinate bipolari. H sistema di coordinate bipolari definisce la posi¬ 
zione del punto M del piano mediante le distanze u, v di esso da due punti 
fissi P e P'. 

La posizione di M è dunque determinata dall’intersezione di due cerchi descrit¬ 
ti con centro Pe F e raggio rispettivo u e v. 

Si vede però subito che non tutte le coppie di valori sono sufficienti a stabilire 
la posizione di M , giacché è necessario che la distanza sia minore della somma 
o maggiore della differenza dei due raggi u e v affinchè i due cerchi s’interse¬ 
chino, e quando poi tal condizione è verificata, si ottengono sempre due punti 
anziché uno solo. 

In questo sistema di coordinate, che è quasi mai usato nella Geometria del trian¬ 
golo, la posizione del punto M è dunque definita dal sistema delle due equazioni : 

MP = u, MP' =* v. 

6. Coordinate tripolari. Coordinate tripolari di un punto M del piano del 
triangolo di riferimento ABC sono le distanze di questo punto dai tre vertici 
del triangolo ; ( l ) od anche i quadrati delle distanze di questo punto dagli stessi 
tre vertici. (*) 


( l ) A. Poulaiv, Journal do Math. SpeciaÌM, 1869. 

(*) £. Lucas, Sur let eoord. ir ipolai ret - Mathetit, 1869. 
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In quanto segue indicheremo le coordinate tripolari date dalla prima definizione 
con A x , |*i, v x e quelle date dalla seconda con A, p, v. È del resto facile pas¬ 
sare dalle une alle altre. 

Il centro I del cerchio inscritto nel triangolo fondamentale ABC sia origine di 
nn sistema di coordinate cartesiane, e siano (x x , y{), ( x t1 y t ), (x 3 , y 3 ) le coor¬ 
dinate cartesiane dei tre vertici A, B, C, e (X, T) quelle di un punto M. Pel 
secondo modo di definizione avremo: 


A = (X —»i)* + (Y — Pj)* 

p =. (Z — a:,)* + (F— y t )* 

V = (X-x 3 )*-r{Y-y 3 y 

e queste espressioni ci permettono di passare dal sistema tripolare al cartesiano 
e inversamente , risolvendole rispetto a (X* + P*), le F, Indicando al solito 
con ss, y, * le coordinate trilineari di M rispetto al sistema trilineare formato dal 
triangolo ABC e considerando i tre sistemi di coordinate oblique formati da due 
dei tre lati, si ha: 


(3-) 


11 = Boés (** + ** ~ 2 833 cos 
v= ^ + y*— 2 x y 008 °) 


formule che ci permettono di passare dal sistema tripolare al trilineare. 

Se invece assumiamo il primo modo di definizione delle coordinate tripolari, le 
tre precedenti relazioni si scrivono : 


I A t = — Vy* + a* 2 yz cos A 

sen a 

|i>! V« 2 H- x % -H 2 zx cos B 

sen ti 

Vi = ~' V 7 v V a;t 4- y 1 + 2 xy cos C 
sen o 


I valori di queste coordinate tripolari in funzione dèlie coordinate baricentriche 
relative possono ottenersi ricorrendo al teorema di Stewabt. Si avrà: 


( 4 ) 


Xi = y Ve* p* + ò* Y 2 + 2 òc Py cos A 
|Ai = — V c 2 a* H- a 2 y* -+• 2 ac ay cos B 
Vi = — Vò 2 a* -+• a % jì 2 + 2 ab a[3 cos C 
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Se in queste espressioni sostituiamo ai termini: 2 beco* A eco., i loro valori: 
b % -h c* — a 1 eoe., otteniamo : 

=V(p+ r )(c* p+6* r) - «* Pr 
|ii =*V(ce'+ y)(c* a Va* y)' — 6* ay 
Vi = V(a ~ P)(6* « + «‘p) — c* ap 

le quali ultime espressioni possono pure scriversi*: (*) 

(x x = V# (c 2 a -h a 2 y) ~ 2 b 2 ay 
v x = Vs (ò 2 a -H a 2 y) — 2 c 2 a{3* 

Reciprocamente si hanno le coordinate trxlineari in funzione delle tripolari me¬ 
diante le relazioni : 

(5) cc = ^ ( b cos C. |i x 2 4- c cos B . Vi 2 H- abe eoa A — a X x 2 ), ecc. 
o mediante le analoghe: 

(5 1 ) x e» (jjl x * — X x 2 ) cotg C -H (v x 2 — X x 2 ) cotg B -f a 2 cotg -4, ecc. 

4 a 

Si possono facilmente verificare queste relazioni sostituendo a X lf v x i loro 
valori (4). 

Si hanno ugualmente le coordinate baricentriche assolute in funzioni delle tri - 
polari ricorrendo alle relazioni: 

(6) oli = — {ab cos C . ji x 2 -h ac cos B . v x 2 -f a 2 bc cos A — a 2 Xx 2 ), ecc. 
o Ia 

o mediante le analoghe; 

(6') a x = -j* [(px 2 — X x 2 ) cotg C?-h (vj* — Xx 2 ) cotg JB + a 2 cotg il], ecc. 

Per passare poi da#e coordinate baricentriche assolute alle relative basta ricordare 
la relazione: 


a s 



Le (5') e (6 f ) si deducono dalle (5) e (6) sostituendo al coefficiente a di Xx 2 la 
quantità: b cos O -h c cos B e moltiplicando tutto per a. 

7. Coordinate cotripolari. Coordinate cotripolari di un punto M sono tre 
quantità U } V f W tali che: 

£7 = ji 2 — v 2 , F= v 2 — X 2 . W= X 2 — |i 2 . 

(*) Poulaiv, luogo citato, dà le formule ohe seguono. 
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Fra di esse esiste la relazione: 

U+ F-h W=o. 

Come si vede queste coordinate sono funzioni delle coordinate tripolari, e se 
assumiamo per assi cartesiani le perpendicolari nei punti medi di due lati, pos¬ 
siamo quasi direttamente passare da esse alle coordinate cartesiane. 

8. Coordinate sotto-frilineare . Siano x\ y\ z' i tre segmenti non consecutivi 
AC ìy BA ly CB X determinati dalle coordinate trilineari di M sui tre lati del 
triangolo di riferimento ABC. 

Assumendo queste quantità per coordinate avremo un nuovo sistema detto di 
coordinate sotto-trilineari. 

Per distinguere i tre precedenti segmenti dagli altri tre: C l B ì A X C) B } A, anch’essi 
non consecutivi e determinati dalle cc, t/, z sugli stessi lati di ABC Ì diremo il 
sistema x\ y\ %' primo sistema di coordinate sotto-trilineari , ed il secondo, che 
indicheremo con se", t/ M , a”, secondo sistema di coordinate sotto-trilineari . 
Essendo jì u le coordinate tripolari di M ) è: 

V — p* = z' 2 — z" 2 , X, 2 — Vl # y' % — 2 /" 2 , Pi' — V — 2 — cc" 2 

e sommando membro a membro si ha la relazione : 

+ f+ 2 '* = se" 2 y 1,2 + a 112 , 

Sostituendo invece ad as", y'\ z" rispettivamente le quantità: a — se', ò — 2 /', 
c — a 1 , si ha: 

ax' 4- by' H- ca’ = — (a 2 + ò* 4- c 2 ) = 2 A cotg a), 

essendo w Pangolo di Brocard del triangolo. 

Quando il triangolo di riferimento ABC si faccia rotare attorno ad un punto 

qualunque D del suo piano (*) di un angolo — ~ , le nuove coordinate trilineari 

del punto M sono uguali, a meno di una costante, alle primitive coordinate sot¬ 
tolineari x\ y\ a', e saranno ancora uguali, sempre a meno di una costante, ma 

di segno contrario, quando la rotazione si effettua d’un angolo di 4- • 

Avverrà il contrario se le primitive coordinate sono le trilineari. In altri ter¬ 
mini fra tali coordinate esiste reciprocità. 

Ne deduciamo che data una relazione in coordinate trilineari od anche baricen¬ 
triche, si può inlmantinenti esprimerla in coordinate sotto-trilineari. 

Le formule di trasformazione che ci permettono di passare dal sistema trili - 
nearè al sotto-trilineare e viceversa si ottengono proiettando su C X M e C X B il 
perimetro del quadrilatero birettangolo MA 1 BC l . 


( f ) Poulain, luogo citato . 
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Si ha cosi* 


e reciprocamente* 


x eoa B -+• z 
se a B 

c — z' — x' cos B 
sen B 


9. Coordinate angolari di A l Poufain. ( l ) Sia if un punto del piano del 
triangolo ABC e siano 0 n 0 2 , 0 3 gli angoli sotto i quali da M si vedono i lati 
BC, CA, AB del triangolo. Questi angoli sono chiamati sub-laterali e costitui¬ 
scono un primo sistema di coordinate angolari . Tali angoli hanno lo stesso segno 
delle corrispondenti coordinate trilineari di M, e sono sempre inferiori a 180°. 
Ghiamansi invece angoli laterali, e formano un secondo sistema di coordinate an¬ 
golari, gli angoli determinati dalle traversali angolari di M coi lati rispettiva¬ 
mente adiacenti del triangolo fondamentale. Essi variano fra -b 180° e — 180°, 
e sono rispettivamente indicati con A', B', C', A", B", C", ed è: 

2 = MAB, B' = MBC, & = MCA, 

A" = MAC , B" = MBA , C" =* MCB. 

Il punto M determina tre triangoli MCB, MCA, MAB: i cerchi ad essi circo- 
scritti sono chiamati cerchi laterali di M. 

Ciascuno di questi cerchi è evidentemente il luogo dei punti pei quali gli an¬ 
goli 0 U 0 2 , 0 3 hanno rispettivamente un dato valore. 

Il primo di questi cerchi laterali ha sempre uno dei suoi archi BC capace del- 
Pangolo 0J. 

/N 

Ponendo BMC—Q, 1 , il cerchio laterale MBC, che è il luogo dei punti pei quali 
Tangolo 0 X ha un dato valore, ha per equazione : # 

(7) tg e x — tg 0', 

e ciò si verifica molto semplicemente osservando che se ad esempio, l’angolo 0 , 1 
è positivo, la precedente equazione ha per soluzioni: 

0 X = 0’j e 0 t =» 0’, — 180° = — (180° ~ 0'O, 

che ci individuano i punti al disopra ed al disotto del lato BC. 

Eccetto il caso in cui il punto M appartiene al circoncerchio del triangolo 
fondamentale ABC ed anziché dai valori di due angoli 0 2 , 0 3 , sia determinato 
dalle loro tangenti, a questi ultimi valori corrisponde sempre un punto M ed uno 
solo, giacché il dare il valore delle due tangenti é quanto definire due cerchi 


0) Questo sistema di coordinate è dovuto ad ▲. Poolain ohe lo ideò e ne espose la teoria dap¬ 
prima sotto il pseudonimo di Lorusau nel Journal de Mathem . Spocialet di Longchampt (1891) e poi 
sotto il proprio nello stesso periodioo. 

Colgo l’oooasione per ringraziarlo qui degli aiuti e oonsigli di cui mi fu largo nel presente lavoro. 
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laterali. Ma se sono semplicemente date le due coordinate 6 2 e 0 3 , non sempre 
si definisce un punto senza ambiguità, giacché i due cerchi laterali ad essi cor¬ 
rispondenti possono segarsi in modo da sostituire ad uno degli angoli un altro 
angolo che in valore assoluto ne è il supplemento. Devesi dunque far distinzione 
fra il valore nominale di queste coordinate ed il valore reale , e per passare dal 
primo al secondo basta definire la posizione di M e scartare a priori , ogni sistema 
di valori la cui somma sia ± 180°. Osserviamo poi che fra i tre angoli reali 
0 U 0 2 , 0 3 si ha una delle due relazioni: 

(8) + 03=360° o (8') 0,-f 0* + 0 3 =-o, 

a seconda che il punto M è interno o esterno al triangolo ABC. Queste rela¬ 
zioni danno modo di calcolare uno degli angoli quando si conoscano i valori 
reali degli altri due, ritenendo per esso un valore assoluto minore di 180°. Se 
poi dei due angoli dati si conoscono le tangenti, si può calcolare uno di essi, 
ad esempio 0 X ricorrendo alla relazione: 

tg0i = —tg (0 2 H- 0 3 ). 

Se infatti gli angoli sono reali, questa relazione non è che una conseguenza 
delle due relazioni (8) e (8 T ). Se poi non sono reali, essi non differiscono da 
questi ultimi che di un multiplo di n e quindi hanno ugual tangente. 

Trasformazioni. Cerchiamo le espressioni delle coordinate 0 X , 0 2 , 0 3 in fun¬ 
zione delle coordinate baricentriche a, (3, y. 

Supponiamo il punto M interno al triangolo di riferimento ABC ed indichiamo 
con P la potenza di esso rispetto al circoncerchio del triangolo. La traversale 
angolare BM incontri ancora il circoncerchio in D. La potenza di M sarà: 

P= — BM . MD. 

Ma dal triangolo MDC si ha : 

He -iii Ha “ 861101 (cotg A - cotg 0l) 

il qual valore sostituito nell’espressione di P al posto di MD^ dà: 

(9) P = 2 di (cotg 0j — cotg A) 
espressione che assume pure la forma: 

p ^ _ 

; sen 2 .4 [cotg (A — 0 X ) — cotg A] 1 

essendo a x una delle coordinate baricentriche assolute di M . Se nella (9) poniamo : 
S a* a 8 a A 

- 2 " a * P osto di P, e — al posto 0) di , si ha la relazione fra 0 X e le 

s s 


0 ) 


a 


«i 


è 

A # 


x* 
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coordinate baricentriche relative: 


S a 2 Sy P* 

cotg e, = cotg A - - cotg A + ^ 

e quindi: ( l ) 

, J . N . bcs a m 2 A a 

cotg (J - e,) - cote J = ~t« -i + • 

Reciprocamente si hanno le coordinate baricentriche in funzione delle coor¬ 
dinate angolari mediante le formule: 

(10) a (cotg 0, — cotg *4) = p (cotg 0* — cotg B) = y (cotg 0 S — cotg C) 

_ Sa*PY 

~ 2 s « 

_2... 3= 2A- Sa>fr - 

a* [cotg (.4 — 0j) — cotg -4] a 2 ò 2 c 2 . « 

Per passare alle coordinate tripolari possiamo osservare che qualunque sia a 2 
positivo o negativo, il triangolo MBC ha per area: 

(11) (Zj sen 0j 

per cui: 

__ t*Pi = VYt _*t* v 
sen0 2 sen0 2 sen0 3 2 

e tenendo conto della (10) possiamo scrivere: 

\a _ pò vc 2B . 

sen (A — 0j) (sen B — 0*) = sen ((7 — 0 3 ) ™ P * AV * 

Inversamente per ottenere una delle funzioni trigonometriche, seno, coseno, 
o cotangente di 0 2 in funzione delle coordinate tripolari y, p, v si osservi che 
il triangolo MBC dà il valore del seno ricorrendo alla formula (11), e il coseno 
o la cotangente mediante le relazioni: 

a 2 = p 2 -h v 2 — 2 pv cos 0 2 
a 2 « p 2 -i- v* — 4 a 2 cotg 0 2 

Invece di eliminare a 2 in queste uguaglianze si potrebbe eliminare p o v. 

La relazione esistente fra le coordinate trilineari x, y, z di M e gli angoli late¬ 
rali si ottiene con molta facilità ricorrendo alla proporzionalità fra i lati e gli 
angoli opposti di ciascuno dei triangoli laterali. Si ha cosi ad esempio: 

v sen A” 

7 = 1Ì77 = 8en A ( cotg A ' ~ cotg A ì 


(0 Queste due equazioni sono pure le equazioni del oerohio laterale MBO , giacché supponendo 
ad esempio Oi positivo, l'equazione esprime ohe si vede BC dal punto mobile M sotto uno degli 
angoli 0i, — (180® —0,). 


A 
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essendo sempre: 

A' = MAB, £' = MAC. 

Si ha poi reciprocamente : (*) 

(IO 1 ) cotg A' = eotg A + -~- A = eotg 4+• 

IO. Ritorniamo alle coordinate cartesiane . Sia un punto qualunque d’una 
linea piana e siano OX, OY due assi coordinati. Il punto M abbia x ed y per 
coordinate. Se supponiamo questo punto mobile sulla linea, ad ogni posizione 
di esso corrisponderà un valore delle coordinate. Se dunque noi attribuiamo ad 
esempio all’ascissa un valore arbitrario, il valore corrispondente dell’ordinata è 
determinato. Si vede cosi che quando la linea, che è il luogo del punto if, sia 
geometricamente determinata, si può sempre stabilire un’equazione che lega la 
coordinate x ed y. L’equazione cosi formata è l’equazione della linea. 

Se reciprocamente è data un’ equazione fra le due quantità variabili x ed y, a 
ciascuna coppia di valori che verificano l’equazione corrisponde un punto del 
piano ed uno solo, e facendo variare in modo continuo la x tra limiti determi* 
nati, anche la y r in generale, assume valori continui e reali. Questi punti che 
cosi si seguono in modo continuo, determinano una linea, per cui l’equazione 
fra le coordinate rappresenta, in generale, una linea, e ciò in qualunque sistema 
di coordinate. 

Sappiamo ad esempio della Geometria elementare che il cerchio è il luogo dei 
punti del piano che sono equidistanti da un punto dato. La definizione geome¬ 
trica'basta per stabilirne l’equazione. Assumiamo il centro quale origine di un 
sistema di assi cartesiani ortogonali. Sia P un punto del luogo ed M la sua 
proiezione ortogonale sull’asse OX, Il triangolo rettangolo OPM dà direttamente: 

4-1/* = r», 

relazione che lega le coordinate cc ed y di un punto P del luogo. Essa è dunque 
l 'equazione del cerchio in questo sistema di coordinate. 

Cosi pure sappiamo che Vellisse è una curva chiusa nella quale la somma delle 
distanze di ciascuno dei suoi punti da due punti fissi P, F 1 (fuochi) è costante. 
Se noi vogliamo tradurre analiticamente questa proprietà, il sistema di coordinate 
che ci si presenta spontaneo è il bipolare, e l’equazione di tal curva si scrive 
direttamente : 

(a) u-hv = 2a. 

Ricorrendo invece alle coordinate cartesiane , assumiamo per assi coordinati i due 
assi della curva e chiamiamo 2 c la distanza fra i due punti fissi P, F\ Se P 
è un punto della curva ed M la sua proiezione su PP', sarà: MF=c — x f 


(*) Por maggiori particolarità in queste coordinate veggasi : Poulaik, Journal de Math. epecia- 
le$, 1801; Ideai, Principm de la nouvelle Oéométrie du trìangle, Paris, 1892. 
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MF' = c + x ed i due triangoli rettangoli FPM ) F'PM rispettivamente danno : 


w = \V + (c — x) 2 , v = Vy* + (c + x) 2 
i quali valori sostituiti nella (a) danno : 

Vs/* -H (c — x) 2 -h Vs/ 2 + (c + x) ? = 2a 
e sopprimendo i radicali: 

a 2 j/ 2 = (a 2 — c 2 ) x 2 =s a 2 (a 2 — c 2 ). 

Poiché la somma costante 2 a è maggiore della distanza dei due fuochi 2 c, si 
può porre : a 2 — c 2 = 6 2 e recitazione dell’ellisse diventa : 


cioè: 


a 2 y 2 + ò 2 x 2 = a 2 ò 2 



Nell’ iperbole è la differenza delle distanze di ciascuno dei suoi punti da due punti 
fissi che è costante. Questi punti fissi ne sono i fuochi. Ricorrendo ancora al 
sistema bipolare ed indicando con u e v le distanze di un punto qualunque della 
curva dai due fuochi, e con 2 a la differenza costante, l’equazione dei due rami 
della curva sarà: 

v — u= ± 2 a. 


Ricorrendo invece alle coordinate cartesiane ed assumendo per assi ortogonali i 
due assi della curva, si ha : 

\V H- (c - f- x) 2 — H- (c — ®)* = 2 a 

essendo 2c la distanza dei due fuochi. Eseguendo semplificazioni analoghe a 
quelle eseguite per l’ellisse si arriva all’equazione : 

ay* -f- (a 2 — c 2 ) x 2 = a 2 (a 2 — c 2 ). 

Ma poiché nel caso dell’iperbole è: 2a<2c, ponendo: c 2 — a 2 = ò 2 si giunge 
adequazione dell’iperbole : 

— — -^1 == 1 
a 2 ò 2 

Nella parabola ogni punto della curva è equidistante da un punto fisso o fuoco 
e da una retta fissa detta direttrice. Se per origine delle coordinate pigliamo 
il vertice A della parabola, per asse delle x il suo asse AX e per asse delle y 
la perpendicolare ad x nel vertice A , indicando con p la distanza del fuoco della 
direttrice e con u e v le coordinate bipolari di un punto M della conica, sarà: 


Ma è: 



\ 
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per cui l’uguaglianza precedente diventa: 


+ !)*-* + !■ 

e riducendo si ha per equazione detta parabola : 


y* = 2px. 

11. Continuiamo a considerare il sistema cartesiano e pigliamo l’equazione : 
+ y = o. Essa c’individua i punti d’ordinata nulla, cioè i punti appartenenti 
all’asse delle x. 

Allo stesso modo l’equazione: x =* o ci individua i punti che sono sull’asse delle y* 
La prima di queste equazioni rappresenta dunque l’asse delle x e la seconda 
l’asse delle 2 /* 

Consideriamo invece un’equazione di primo grado che contenga entrambe le va¬ 
riabili x ed y . Tal equazione può essere sempre ridotta alla forma generale: 

ax -h by -b c = o. 


Ora può darsi che essa contenga solo i termini in x: 


(a) ax = o 

od i soli termini in y: 

(b) by = o 

e che assuma una delle forme: 


(c) ax-hc=o, (d) òj/-hc=o (e) ax-\-by=o, (f) ax -H by -bc =*o. 


La (a) dà: x = o, ed il luogo da essa rappresentato è l’asse delle y. 

La (b) dà: y = o e rappresenta l’asse delle y. 

La (c) dà: x = --, e ponendo: — — =p si ha: x=p. Il luogo contiene 

a a 

dunque tutti i punti che hanno una stessa ascissa, cioè che sono ad una distanza 
costante p dall’asse y. Tal luogo è la parallela all’asse delle y condotte a distanza 
• p dall’origine degli assi. 

c c 

La (d) dà: y = — —, e ponendo: — — = q si ha: y=q , cioè questa equazione 
o b 

rappresenta i punti che hanno q per ordinata: il luogo è dunque la parallela 

all’asse x condotta a distanza q dall’origine. 

x b b x 

La (e) dà: — --, e ponendo:-- m si ha: — = m, da cui: y = mx* 

y ^ ® y 

Quindi ad ogni valore attribuito ad x corrisponde un dato valore di y. Per 

x = o è y=o , cioè si ha il punto di coordinate nulle, cioè l’origine 0 delle 
coordinate: questo punto appartiene dunque al luogo: tal luogo è quindi una 
retta che passa per l’origine delle coordinate. 

Consideriamo ora la (/). Essendo Oxy il sistema di coordinate trasportiamo 
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c 

l’origine 0 nel punto 0’ di cui è :-l’ascissa e zero l’ordinata. Siano O'X, 

(t 

g 

OYÌ nuovi assi. Sarà: x=*X -, j/ =* F, e questi valori sostituiti nella (/) 

a 

danno : 

a |x— —| + òF -b (à 3 ® o 

da cui: 

aX -f-1F o. 

Siamo nel caso precedente, e quindi l’equazione rappresenta una retta passante 
pel punto 0\ Vediamo dunque che la (/) rappresenta anch’essa una retta che 

£ 

interseca l’asse x ad una distanza :-dall’origine. 

a 

I luoghi rappresentati da equazioni di primo grado sono dunque linee rette, e 
poiché la posizione di ognuna di tali rette dipende dal rapporto di due delle 
quantità note alla terza, l’equazione non cessa di rappresentare la retta stessa 
anche quando i suoi termini vengono moltiplicati o divisi per una stessa quantità. 
Se le equazioni di primo grado che si considerano sono due, affinchè esse rap¬ 
presentino una stessa retta è dunque necessario che esista proporzionalità fra i 
termini noti. Così ad esempio, affinchè le due equazioni: 

ax -b by -b c = o, Ax -1- By -b C = o 
rappresentino la stessa retta dovrà essere: 

a b c 
~A ~ ~B ~ ~C 

All’equazione di primo grado che rappresenta una retta può darsi una forma 
particolare. 

Consideriamo una retta che. seghi i due assi coordinati Ox Oy, rispettivamente in 
due punti A e B. Se tal retta è determinata sarà pur determinata in grandezza 
e direzione la perpendicolare OR condotta ad essa dall’origine 0 delle coordinate. 
Sia p la lunghezza di questa perpendicolare ed indichiamo con a e p gli angoli 
da essa formati cogli assi, cioè gli angoli xOR , yOR. 

Sulla AB pigliamo un altro punto P diverso da R. Per andare da OaPpos¬ 
siamo percorrere il cammino OQP f essendo Q il punto in cui la parallela ad y 
condotta per P incontra se, od il cammino ORP . In ogni caso sarà: 

prò. Od -b prò. OP = prò. OR -h prò. RP. 

Proiettando normalmente sulla OR questi due cammini si ha: 

x cos a h- y cos fi 

ossia : 

y cos a + y cos p — p = o 
che è l 'equazione normale della retta . 
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Consideriamo ora il sistema delle due equazioni: 

x cos a -r y cos fi —p = o, ax 4- by + c = o. 

Per quanto si è visto nel numero precedente, affinchè queste due equazioni rap¬ 
presentino la stessa retta dovrà essere : 

cos a __ cos p p 

ab c 


Se a questa uniamo la nota relazione che lega gli angoli a, p, 6, essendo: 
a + p =s 0, si ha il sistema di equazioni : 

! cos a _ cosfì c 

cos 2 a -h cos 2 p — 2 cos a cos p cos 0 » sen 2 0. 

Dalle due prime si ricava: 


ap Q bp 

cos a =- =- , cos □ =-— 

c r c 

e sostituendo nell’ultima : 


a 2 . . ò 2 2 2 ab 


fì — 




e moltiplicando per c 2 : 


jp 2 (a 2 4- ò 2 — 2 ab cos 0) = c 2 sen 2 0 


dalla quale ricadiamo: 


P = 


csen 0 


± Va* + ò 2 — 2 db cos 0 ' 


e p avrà il segno positivo o negativo a seconda che c sarà positivo o negativo. 
Sostituendo questo valore nella prima delle (12) si ha: 

a sen 0 b sen 0 


(13) cosa = 


q= Va 2 4- b 2 — 2 ab cos 0 


COS P : 


q= Va 2 4- b z — 2 ab cos 0 

Se gli assi sono ortogonali queste formule si semplificano, essendo a 4- P *= 90® 
e quindi: sen0=1, cos0 = o, e divengono: 

b 


=P 


.y/dì+b*’ 


cos a = 


qF Va 2 4- b % 


cos P = 


: \/a 2 4- & 2 


Angolo di duo rotto. Consideriamo una retta r che non passi per l’origine 
0 dei due assi cartesiani Ox , Oy. Sia p l’angolo formato da questa retta col¬ 
l’asse Oy ed a quello formato coll’asse Ox . Sia ancora 0 l’angolo dei due assi. 
Se per l’origine 0 conduciamo la parallela OA ad r, gli angoli che essa fa con 
Ox ed Oy saranno ancora a e p. Sia M un punto della OA, e la parallela con- 
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dotta da esso all’asse delle y incontri l’asse delle x in Q. Indichiamo con x 
ed y le lunghezze OQ, MQ. Poiché è sempre : 

prò. OM =* prò. OQ 4- prò. QM 

proiettando il cammino OQM su Ox ed indicando con p il segmento OM si ha: 

p cos a = x 4- y cos 0 
Proiettando lo stesso cammino su Oy è: 

p cos p = x cos 0 4- y 
e proiettando infine lo stesso cammino su OA è: 

p = x cos a 4- y cos p. 

Dalle due prime equazioni abbiamo: 


P 

x = —— (cos a — cos 8 cos 0) 
sen 2 0 v ‘ ' 

n 

y — —(cos 8 — cos a cos 0) 
sen 2 0 r 7 

e sostituendo questi valori nella terza ed eliminando i denominatori: 

sen 2 0 = (cos a — cos p cos 0)'cos a 4- (cos p — cos a cos 0) cos p 

ossia : 

sen 2 0 = cos 2 a -I- cos 2 p — 2 cos a cos p cos 0. 

Sia ora r' una seconda retta che fa cogli assi gli angoli a', p\ Se OA' è la 
parallela condotta ad essa pel punto 0 e proiettiamo ancora ]a spezzata OQP su 
questa direzione, avremo: 

p cos AOA' = x cos a' 4- y cos p\ 


Sostituiamo ad x ed y i valori trovati e riduciamo: 

(14) cos AOA' —£ cos a cos a ' + cos P 008 P' — ( cos 05 008 P* + cos a * 008 P)J 


che ci determina Vangolo compreso fra le due direzioni considerate . Qualora gli 
assi fossero ortogonali si avrebbe: 

cos AOA 1 = cos a cos oc' 4- cos p cos p\ 

Le due rette r ed r' siano rispettivamente rappresentate dalle due equazioni: 

ax -f- by 4- c = o Ax 4- By 4- o. 

Se teniamo conto della (13), la (14) allora diventa: 

. _ aA 4- bB — (aB 4- bA) cos 0 

cos AOA' 7 

Va* + 6* — 2 ab cos 6. \A Ì + .8* — 2 AB cos 0’ 
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espressione che per assi ortogonali diventa: 


cos AOA' 


a A 4- bB 

V«* + ò ! V^mTb*' 


Se le due rette si segano ad angolo retto è : AOA' = 90° e quindi : cos AOA 1 = o 
ed il numeratore della precedente espressione sarà zero. La condizione di per - 
pendicolarith è dunque: 

aA + bB — (aB 4- b A) cos 0 = o 

ed in assi ortogonali: 

clA 4~ bB = o . 


Se poi fosse: AOA 1 =o od AOA ' = 180°, Ze dwe rette sarebbero parallele. 

Si può anche osservare a proposito di quest’ultima condizione ohe se le due rette 
date sono parallele, i segmenti da esse determinati sui due assi coordinati sono 
proporzionali e cioè che si ha: 


. da cui : 


c_.__c_ C_ C_ 

a # 6 “ ^ ' 

a ; ^4 = ò ; -B. 


Si vede di qui che la condizione di parallelismo delle due rette è data dalla pro¬ 
porzionalità dei coefficenti delle loro equazioni. 

Disianza di due punii . Sia ora M' un punto della retta r' e vogliasi la sua 
distanza d dal punto M della r. Siano ancora x ed y le coordinate di M ed 
x\ y' quelle di M 1 . 

Trasportando il sistema Oxy parallelamente a se stesso fino a che 0 vada a 
coincidere con M 1 ed indicando con X, Y le nuove coordinate di M sarà : 

* == X 4- a 1 , y = Y 4- y\ X = x — x' } Y=~y — y' 
per cui le espressioni: 

p cos oc = X f- Y cos 0, p cos (3 = X cos 0 4- Y } 
p = X cos a 4- Y cos {3, p % = X* 4- Y % 4- 2 XY cos 0 

sostituendo si trasformano nelle altre: 


p cos oc = (x — x') 4 - (y — y') cos 0 
p cos § =» (se — x 1 ) cos 0 4- (y — 20 * 
p = (se — x 1 ) cos a 4 - (y — y') cos § 

= (se — xy 4- (y — y 1 )* 4- 2 (se — X 1 ) (y — y 1 ) cos 0 

e quest’ult ima ci dà appunto il quadrato della distanza dei due punti M ed M 1 . 
Consideriamo ancora le due rette: 


ax 4- by 4 - c = 0 Ax 4 - By 4 - C = 0 . 

Sommiamole dopo aver moltiplicato la seconda per un parametro arbitrario X: 
ax 4- by 4- c 4- X (Ax 4 - By 4- C) = o 


*1 
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da cui: 


t 


( a —f- XA) x “1- (b -f- XB) y —{- c -f- XC = o . 

Essendo questa equazione di primo grado in x ed y, rappresenta una retta. Dico 
che questa retta passa pel punto d' incontro delle due prime . 

Consideriamo infatti x ed y quali coordinate del punto d’incontro delle due 
prime: è chiaro che allora sostituendo queste coordinate nelle equazioni delle 
due rette, le due equazioni si annulleranno. Sostituiamoli ora nella terza. Es¬ 
sendo il secondo membro di questa equazione nullo ed essendo il primo membro 
formato dalla somma del primo membro della prima, che è zero, e del primo 
membro della seconda moltiplicato per una quantità arbitraria X, necessariamente 
1’ intero primo membro sarà zero, per cui il punto che ha x e y per coordinate 
appartiene pure alla retta rappresentata da quella terza equazione. Questa è 
dunque una retta del fascio formato dalle due altre. 

Col fare X = o quest’ultima diventa: 

ax -f- by ~h c = o 

ed abbiamo cioè la prima delle due rette considerate. Per aver poi la seconda 
basterà dividere l’equazione in parola per X e fare in seguito 

1 a 1 

— =t o od **= co. 

Quanto precede si riassume nel seguente principio dei Lamé: Se le equanimi di 
due rette si combinano linearmente , si forma una nuova equazione che rappresenta 
una retta passante pel punto comune alle altre due. 

M. Ciò che si è detto al numero precedente per le coordinate cartesiane si 
può ripeterlo per le coordinate trilineari e cioè che una retta è rappresentata 
da un'equazione di primo grado fra le coordinate x, y, z. 

Essendo ABC il triangolo di riferimento ed M (x, y ì z) un punto interno, per 
questo conduciamo una retta che interseca i due lati AB , AC rispettivamente 
in M x e M 2 . Evidentemente questa retta è il luogo dei punti pei quali la somma 
delle aree dei triangoli MAM %1 MAM X è costante^ Fonando AM l =**p, AM 2 
le aree dei due suddetti triangoli sono: 

\p* 0 4 22/ ’ 

pq 

e l’area del triangolo M X AM % è dunque: —- À. Abbiamo quindi: 

oc 

2 pq . pq / 

pz+qy= “— A = — (ax -f by -b cs)* 

Oc Oc 

equazione della retta M X M % . Le quantità p e q contenute in essa sono variabili, 
per cui è un’equazione di primo grado fra due variabili. 
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Se poniamo: 


apq __ 
bc ’ 




essa assume la forma generale: 

Ix 4- my -\-nz = o. 

Sì mostra reciprocamente che ogni equazione di primo grado fra le tre coordinate 
ac, ?/, « rappresenta una retta. 

Se l’equazione di primo grado si riduce ad ac = o, rappresenta il latoj BC del 
triangolo fondamentale, e rappresenta il lato CA o il lato AB se si riduce a 
y =o o z = o. 

L’equazione fra le due variabili y e 25 , cioè: 

(13) py qz = o 


rappresenta una retta passante pel vertice A, giacché è verificata dalle coordi¬ 
nate di quel punto, e cioè: $r = o, 25 = 0. 

Analogamente pei vertici B e C. 

Se tale equazione è quella di una mediana , ed in particolare della mediana m a , 
le costanti p e q sono proporzionali ai lati adiacenti b e 6 , è l’equazione diventa : 


bp 4- ez * 0. 

Ripetendo lo stesso ragionamento pei vertici B e C si vede che le equazioni 
dette tre mediane ra a , m bì m c sono rispettivamente: 

8 # -K òz =^ o, C25 — ax =*= 0 , etti — by — a. 

Siccome la somma dei primi membri di queste tre equazioni è idènticamente 
nulla, segue che le tre mediane si segano in un punto pel quale è : ax = by = cz „ 
Ricordando le notazioni già viste, le' equazioni dette tre mediane in funzioni de¬ 
gli angoli sono: 

y sen B = 25 sen C, z sen C=x sen A, x sen A = y sen B . 


Se queste tre rette diventano le tre bisettrici interne , è: 


y — 25 = 0, 25 — x — 0, x — y = o 

e sarà invece: v 

2/4-25 = o, z ~h x == 0, x -j- y = 0 

per le bisettrici esterne. 

Se la (13) è Vequazione dell 1 altezza AX, si ha: 

q\p = sen CAX ; sen BAX = cos C *. cos B 


e quindi l’equazione di AX diventa: 

y cos b = z cos C. 
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Le tre altezze A X, BT, CZ hanno dunque per equazioni rispettive : 

ycosB— acos Caso, zcosC —sccosA = o xcob A — y cos B = o 
e s’intersecano nell 'ortocentro H pel quale è: 

x cos A = y cos B = z cos C. 

Distanza di due punti. Siano M l (x l1 y x , z x ) ed M t (x t , y % , 25 2 ) i due punti 
e d la loro distanza. Il quadrato di questa è una funzione razionale di secondo 
grado in (x, — a,), (y, — y t ), (a, — a*). 

Ora pel num. 2 le coordinate dei due punti dati verificano le uguaglianze : 

ax x 4- by x 4- cz x = 2 A e ax^ 4- hy % 4- C25 2 = 2 A 
per cui sottraendo membro a membro: 

a (x, — x,) + b — yj + c (a x — z t )=*o 

e quindi abbiamo: 

c h 

(Xi — x,)* = — — (a, — a,) (x, — *|) — — (®1 — x ì) (j/i — Vt) 


ed espressioni analoghe per (y x — t/ 2 ) 2 , (z x — 25 2 ) 2 . 

L’espressione di d % è dunque delle forma: 

%1 — Vt) (*1 —*») + » (*1 — Z t ) (x, — x,) -+- n (x t — x 2 ) (y 1 — y t ) 


in cui i coefficenti Z, m, n sono funzioni dei lati a, b, c del triangolo di riferì* 
mento e che ora determineremo. 

Osserviamo che essi sono indipendenti dalla posizione dei due punti M xy M t1 
per cui si può supporre che questi due punti si confondano coi vertici B e C 
del triangolo di riferimento. E allora (num. 2) : d = a, ed 


= o , Vi = 


2 A 


z x — 0, X % — 0, y % — 0, 25| —” 


2 A 


per cui è: 


# 7 2 A 2 A 


da cui ricaviamo per valore del coefficente l: 


Z = 


Sarà poi analogamente : 

m == — 


ò 2 oc 

TW 1 


a* bc 
4 A 2 ' 

n = - 


c 2 aò 
4A 2 "* 


Sostituendo avremo dunque per espressione di d 2 : 

<**=— [<*(yi — »*)(*! — + — *») +c(*i — — 
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In funzione dei tre angoli questa espressione si scriverà: 

d i = j^a cos 4 (x x — cc 2 ) 2 4- & cos B (y x —i/ 2 ) 8 4- c cos C — « 2 ) 2 J 

Cerchiamo qual è la condizione necessaria affinché tre rette date mediante le loro 
equazioni trilineari s* intersechino. È evidente che queste tre equazioni devono 
coesistere, cioè, se le tre equazioni sono: 

a x x 4- b x y 4- c x z = o a % x 4- b 2 y 4- c 2 z = o a 3 x 4- b z y 4- c z z = o 

dovrà essere nullo il determinante dei loro coefficenti: 


h 


Ci 


= o 


a 3 b 3 c 3 

che è appunto la condizione cercata. 

Intersezione di due rette . Consideriamo le due rette : 


a x x + b x y -b c x z = o a 2 x 4- b 2 y 4- c 2 « = o. 


Se s’intersecano, è: 

x y z 

òjCj 6 jCj Cjflj ~ fljCg iijò, “• a 2 b x 

La coesistenza di queste equazioni coll’equazione fondamentale: 


acc 4- &«/ 4- cz = o 

ci determinerà i valori delle* coordinate cc, y, z del punto d’intersezione. Se 
con Q indichiamo il determinante dei loro coefficenti, è: 


x 


2 A 
Q 



2 A 

2/ = q ( C l a 2 — a l C 2)» 


2A , _ . N 

* — Q &1®*) 


Se supponiamo che il punto d’intersezione si trasporti a distanza infinita, le due 
rette divengono parallele ed il determinante Q diviene nullo. 

Come nelle coordinate cartesiane cosi nelle trilineari l’equazione generale delle 
parallele alla retta: 

a x x 4- b x y -j-c x z = o 


è: 


(18') a x x 4- b x y 4- c x z = X (<ax + by -hcz) 


essendo X una indeterminata. 

Si vede infatti che se noi uguagliamo a zero i due membri dell’equazione pre¬ 
cedente, che per brevità scriviamo: 


(13") F x =>o, \F = 0 

questa equazione individua una retta che passa pel punto comune alle due rette 
(18 >f ), e quindi è parallela alla prima di queste. 

L’equazione (18') è dunque pure Vequazione della retta passante pel punto d 1 in- 
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contro delle due rette date . Infatti, poiché è di primo grado, rappre^ent# npa 
retta, ed è soddisfatta quando lo siano le equazioni delle due rette date. 

La condizione di parallelismo delle due rette date può scriversi sotto la forma : 

a (b x c 2 — ò 2 c i) & ( c i a z — a i c %) + c (a x ba — b x a 2 ) = o 

o, in funzione degli angoli del triangolo di riferimento: 

(ò A c 2 — b 2 c x ) sen A 4- (c A a 2 — a i c t) sea B H- (a t ò 2 — b x a sen O—o. 

Condizione necessaria affinché tre punti siano stilla stessa retta , 

Abbiansi tre punti di coordinate rispettive; {x x , y x , z A ), (x 2 , y 2 , e*), (x 3 , « 3 ), 

ed essi debbano trovarsi sulla retta: 

Ix -j- mt/ 4 - = 0 

I coefficenti Z, m, n dovranno soddisfare alle equazioni: 

lx x 4- rrty x 4- nz x = o, Zx 2 4 - my % 4- ns 2 = 0, Zce 3 4 - 4- »s 3 === 0, 

dalle quali eliminando Z, w, n ci riduciamo alla equazione seguente che dà la 
condizione cercata: 

x \y& — x \VzH + x djz^\ — x %y& + x zy^ì — x *y%* i 
Si può osservare che questa forma d’equazione è identica a quella che dà la 
condizione necessaria affinchè tre rette passino per uno stesso punto. 

Angolo di due rette . Consideriamo le due rette: 

(a) Ix 4- rny 4- nz = o, Vx 4- rriy 4- n'z = 0. 

Come si è già fatto per le coordinate cartesiane, conduciamo pel vertice A le 
parallele a queste due rette. Saranno: 

py-rqz=?o p x y — q x z = 0 

le equazioni di queste parallele, e l’angolo formato da esse è naturalmente uguale 
all’angolo formato dalle rette date. Sia V quest’angolo. Avremo: 

V PPl + gg» + (gPl ±MÌ) 008 A 

8 = (qp 1 -pq l ) S enA 

L’equazione generale delle parallele ad una retta data è della forma ( 13 '), e se 
essa deve passare per un punto (x xi y x , z x ), dovrà essere: 

lx x 4- my x 4- nz x = X ( ax x 4- by x 4- cz x ) 

da cui possiamo dedurre il valore di X. L’equazione delle parallelo gll$ rett§ 
data può dunque scriversi: 

Ix 4- my 4- nz _ ax 4 - by 4 - cz 

lx x 4- my x 4- nz x ax x 4- by x 4- cz x 

Se il punto pel quale si fa passare questa parallela è 4 yqr^cg 4 < 1^0 $ : 

x r^h a} y T 55? 0 , «F=rO, 
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l’equazione precedente può scriversi : 

Ix -b my -\-nz ax~hby -b cz 

lh a ah a 

che si riduce alla seguente: 


( 14 ) 


my -b nz by cz 
Z = a 


Le equazioni delle parallele condotte per A alle due rette (a) sono dunque la ( 14 ) 
e l’equazione ad essa analoga: 

m'y -b n'z by-\-cz 

V a J 

e poiché è: 

p = am — bl q — d — an p x = am) — bV q x = d' — ari 
sostituendo questi valori nell’espressione di cotg V, il denominatore diventa: 
QPi — PQ i =* a [<* ( mn ' ■— m'rì) -b b (riV — Zn') -b c (Zm' — mV)\ 

Ma l’espressione nella parentesi quadra non è che lo sviluppo del determinante 
dei coefficenti che abbiamo indicato con Q, e quindi è : 

qPi—pq^aQ. 

In quanto al numeratore, dopo fatte le sostituzioni possiamo osservare che è: 
(jj) a*= 5 * + c* — 2 òc cos A , acosB = c — b cos A , a cos C=b — c cos A 
e se poniamo per semplicità : 

( 14 ') II' -b mm) -b nn 1 — (mn 1 + m)n) cos A — (nZ'-b n’Z) cos B — (Zm*-b wiZ’) cos C=» 
tal numeratore sarà espresso da : à l S ì e siccome è : a = 2 B sen A , si ha : 


cotg V 5= 2 B 


£ 

Q 


abc S 

2 r ’ a” 


Quando sia : 8 = o ì evidentemente le due rette sono perpendicolari . Ma tal con- 
dizione di perpendicolarità può pure trovarsi in modo diretto. 

Consideriamo ancora le due rette rappresentate dalie equazioni (a) e pel vertice 
A conduciamo ad esse le parallele che possiamo rappresentare colle equazioni: 

(ma — Ib) y -b (na — le) z * o (m'a — Vb) y -b (n’a — Ve) z = o . 

Indichiamo con 0 e 0 ' gli angoli formati da queste rette colla bisettrice interna 
dell’angolo A . 6 e indichiamo con Ey =» Fz l’equazione della prima delle due 
parallele condotte per A 1 si ha: 
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Sarà quindi: 

tg 


(«+-H- 


/ E — F\ x 1 . 
( 1 + E + Fi tg 2 A 

l-£ll It g '±A 
E+F 8 2 


jEsen A 
F H- jE cos A 


Allo stesso modo avremo: 

«(’-T 1 )- 


F sen A 


E + FcosA 

Applicando queste formule all’angolo formato dalle due parallele condotte per 
A con la bisettrice interna dell’angolo A, è: 


tg0 = 


(le — na) « 


(le — na) ■ 


(ma — lb)^ 2 


tg fl , (*' c ~ n ' a ) ~ K a - l’b) 1_ 

® (J'c — n'a) 4- (m'a — Vb ) 2 

Dovendo le due rette intersecarsi ad angolo retto, è : 1 4- tg 0 tg 0' = o, e quindi : 

(le — na) (Z'c — n'a) 4- (ma — Ib) (m'a — Vb) 

4- [(Jc — na) (m'a — Vb) 4- (ma — Ib) (l'e — n'a)] cos A = o 

ossia sviluppando: 

IV (b l 4- c* — 2 bc cos A) 4- (mm' 4- nn 1 ) à 1 — (mn' 4- m'n) d 1 cos A 
— (riV 4- n'V) (c — b cos A) a — ( Im ' 4- Vm) (b — c cos Al) a * o 

e sostituendo i valori ((3) questa espressione diventa: 

IV 4- mm' 4- nn' — (mn' 4- m'n) cos A — (ni' 4- n'T) cos B — (lm' 4- l'm) cos <7= o 

che è la condizione richiesta, e come si può vedere, non è che l’espressione (14'). 
Vogliasi in ultimo (*) il rapporto di partizione determinato dalla retta : 

Ix 4- my 4- = o 

sui lati di ABC. Siano N, M, L i punti in cui essa interseca AB, AC, BC. 

Cerchiamo le coordinate di N. Poiché esso è sul lato AB, è : z = o, per cui le 

due altre sue coordinate x', y' devono soddisfare alle equazioni: 

Ix 4- my =* o ax 4- by = 2 A 
2mi . — 2 1 A 


da cui: 


x = 


am — bl ^ am — bl 
Ma se da N caliamo la perpendicolare su BC, il segmento NB è ipotenusa del 
triangolo rettangolo BND, per cui è: 

ND x' 


NB : 


sen A 


sen B 


(*) Per maggior estensione sulle coordinate trilineari , reggasi : Salmo», Analitical Qeometry; 
Fkrbbss, TriUnear coor dinatee; Tauoi, Et poi. dei vari fittemi di coordinate omogenee. 


Digitized by t^ooQle 



238 


Analogamente calando la perpendicolare NE da N su AC è : 

NE y' 


È dunque: 


NB 


NA = 


2 m A 


sen A 


sen A 


(am — òZ) sen tì 1 
Allo stesso modo otterremo: 

— 2 n A 


LO= 


• (cZ — an) sen C 1 
— 2 n A 

(òw — cm) sen <7* 


= 

LB = 


— 2ZA 


(am — òZ) sen A 
2 ZA 

(cZ — an) sen A 
— 2 m A 
(òn — cm) sen J5 


13. In coordinate baricentriche si determina pure con facilità la distanza 
di un punto dagli assi coordinati. Basta ricorrere alla relazione già nota: 

ax by cz 2 A 

Z p q l-\-p+ q 

dalla quale si hanno le distanze di un punto M dai tre lati del triangolo. 

Per determinarne le distanze dai vertici conduciamo pel dato punto M la pa¬ 
rallela al lato CA . Essa intersechi AB in P. Sarà: 

AM* = MP* + ZP 2 + 2 MP. AP eoa A 
ed essendo a, P, Y le coordinate baricentriche di M 1 sarà: 

2 y = c. MP sen A , 2 p = b . AP sen A, 2 A = bc sen A 

da cui ricaviamo: 


MP=^-, AP-- 


£ 


e questi valori sostituiti nell’uguaglianza precedente danno : 


AM 


(ò*y* + c ? p* + 2 bc . yP cos A). 


Se però osserviamo che è: 
possiamo scrivere: 


AM 


ossia: 


2 bc cos A = b* -f- c* — a- 

_L [Vy* + C *P* + (J. + c« - a*) Pr] 
3S 9 =A. [ ( 6'yH- c ! P)(p+r) 
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Ma è: (3 -1- Y = A — a, per cui : 

HM 2 = [(ò*Y + c*P) A — Y —&*Y<* — c*«pj • 

Ugualmente si otterrebbe: 

BM* =w -P £(<s*a + o*y) A — o*Py — &*Y« c * a pj 

CM* = |V|3 + ò’a) A — a*fr - b*ya — c*ajìj • 

Consideriamo ora un secondo punto M 1 di coordinate a XÌ , Yi- 
Conduciamo anche per M x la parallela ad AC e per M conduciamo ancora la 
parallela ad AB che interseca la precedente in P. B triangolo MPM X cosi for¬ 
mato dà: 

’Sm 2 = M^P + mP ì + 2M 1 M.MPcob a. 

Ma è: 


2 fri — y) = c. Ben A, 2 -r- 3) ^ ò . MP sen A, 2 A = òcsen A 


ossia : 

M X M=* 

per cui sostituendo: 


b (Yi — Y) 

À ’ 



MM? = -1- [b* ( Yl - Y)* f c* «3,-P) ! + 2 bc ( Yl ^ Y) (P, ~ P) eoa 

ed osservando anche qui che è : 2 bc cos A = ò* -h c* — a 2 , sostituendo e ridu¬ 
cendo si ha: 

(15) ~MM*=- ± [a*(p,-p) ( Tl - Y) +&* (Ti - T) («,-«)+«»(*, -«)(Pi—P)] 

espressione del quadrato della distanza dei due punti M ed M v 

Consideriamo ancora un terzo punto M % di coordinate a*, (3*, Y* e sulla* stessa 
retta determinata dai punti if ed M x . Supponiamo che sia M fra M x ed M v B 
segmento M x M t resterà cosi diviso nel rapporto: 

MM X _ jp 

MM Z ~~ q * 

Si avrà allora: 


a (ot + n) = a,« 4- a ! m, P (P + ?) = P,? 4-P*p, Y (P + ?) = YiP + Y*P- 
Infatti, i tre triangoli determinati dai tre punti M y M l , M t collo stesso lato AB 
del triangolo di riferimento, avendo ugual base, stanno fra loro come le rispet¬ 
tive altezze, per cui possiamo scrivere; 


Yi — Y P 
Y “ Y. "" 9 


e quindi: y(P + ?) =5: Yi? + Y»P- 
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I punti Ma Mu M t porrebbero 1 * 01 ?. essere dello stesso lato di AB, Il risultato 
non cambierebbe purché si considerasse il triangolo AM % B cowe negativo se 
fosse M % dalla parte opposta agli altri due punti rispetto ad AB, 

Allo stesso modo si mostrerà che è: 


§i“"J P 




p 


a — a* 


P-fc 

Possiamo dunque scrivere: 

/«« «i —« Pi —P ri-r 
p-p,^r-r.’ 

relazione che è generale. 

Qualora il punto M fosse il punto medio del segmento M l M % , sarebbe: 

P=y(P» + ^)> y=-^-(y.+y 2 )- 

Supponiamo ora condotta una traversale del triangolo di riferimento, e siano - 
M l , M % , M Z1 i punti in cui essa ne interseca i lati CB, AC, BA, 

Sia M un punto della retta M X M 2 M 3 e ne siano sempre oc, (3, y le coordinate. Per¬ 
la (15 f ) avremo: 

Pi—P r,-Y 

P Y Y* 

giacché è: 


— oc 
a — a 2 


« « « « Il ? l 


Le precedenti relazioni danno : 

a t (Pi P) = a Pi y Ys (Pi P) = rPi — pY: 

l 


gcp 


da cui: 

—^ = —5—^0 > 6 : -— — Q 

y* rpi — Py» ? y p — fa 

Questo risultato può scriversi : 

a 8 Y 
<rr + — 4- — = 0 


ed esso rimane inalterato qualunque sia la posizione del punto M sulla traver¬ 
sale. Questa retta può . dunque considerarsi qual luogo geometrico dei punti M 
le cui coordinate soddisfano alla precedente relazione che quindi può poftgidorw^L 
quale equazione della retta in coordinate baricentriche . 

Dalla precedente possiamo dedurre tre altre relazioni analoghe: 


oc 


- T 





£L 4-1-1 

l i> 


le quali individuano altre tre rette associate al punto M (III, num. 26), per cui 
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si vede che ad ogni punto M del piano corrispondono quattro rette ad esso as¬ 
sociate. Il punto M è però definito da quella fra queste quattro rette che è 
armonicamente associata ad esso. 

Come abbiamo fatto per le coordinate cartesiane e per le trilineari, consideria¬ 
mo due rette che s’intersechino. Le coordinate della loro intersezione dovranno 
soddisfare alle equazioni delle due rette, per cui risolvendo il sistema delle due 
equazioni rispetto ad a, [J, y avremo le coordinate di tale intersezione. 

Siano : 

(16) Ix 4- 4- qy — o, l'oc 4* -\-q'y = o 

le equazioni delle due rette r ed r'. Avremo: 

« __ p _Y_A_ 

pq' — qp' ql' — lq' Ip' — pV pq' — qp' 4- qV — lq' 4- lp' — pi' 

Se il denominatore dell’ultimo termine diventa zero, le due rette s’intersecano 
all’infinito, e sono quindi parallele. 

Ripetiamo qui per le equazioni delle due rette r, r' ciò che si è fatto al 
num. 11: moltiplichiamo le (16) per due parametri arbitrari X, X' e sommiamo. 
Avremo : 

X (i loc 4- H- ST) + X (J'<* -f-p'P 4- c’y) = o 

e poiché le equazioni delle due rette r, r' devono essere soddisfatte dalle coor¬ 
dinate del loro punto comune, queste coordinate soddisfaranno pure all’equazione 
precedente, che è pure V equazione di una retta che passa pel punto d'intersezione 
delle rette r, r f . 

Angolo di due rette . Sia C' un punto qualunque del lato AB del triangolo 
di riferimento ABC o del prolungamento dello stesso lato AB. Condotta la tra¬ 
versale angolare OC' si vede che il punto C' può esser determinato tanto dal 
P 

rapporto •£- che esso determina su AB che dall’angolo fatto dalla CO' colla bi- 
c 

settrice CN dell’angolo BOA. Sia 6 tal angolo. Per la proporzionalità esistente 
fra i lati ed i seni degli angoli opposti, nel triangolo CAC' si ha: 


CO' ; sen A 


AC' : sen (y + e) 
e nel triangolo BCC' si ha: 

C'B ; sen — 0j = CO' \ sen B. 


Dividendo otteniamo: 


(16') p ; l = sen 4- 0^ sen B : sen — coj sen A. 

Considerando come positivi gli angoli presi da CN verso CB e come negativi 
quelli presi in senso inverso, si vede che p avrà sempre lo stesso segno di 

sen 4- 0 j ed l quello di sen — oj- 


V 
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Anche dal triangolo fondamentale si ha: 

a\b = sen A ; sen B 
per cui la (16*) può scriversi : 


ossia: 


l C , c \ . i 

(C A 

sen 1 — + 01 ! sen | 

l T-») 

(0 A i 

’C A 

sen 1— +01 — sen 1 

.T- e ) 

(C A 

re a 

sen 1-^- +01 + sen 

T- 6 


e quindi: 


(17) tg 0 5 


ap — bl _ 

ap “f- bl 2 


ap — bl 
ap bl 

C 


Applichiamo questa formula a determinare l’angolo delle due rette r, r\ Come* 
già si è fatto a proposito delle coordinate cartesiane e delie baricentriche, con¬ 
duciamo per C le due parallele CC X1 CO x alle due rette date. Le equazioni di 
esse saranno : 

<xl x — = o, od\ — = o. 

Se V è l’angolo delle due rette, è : F = 0’ — 9, dove 0 1 e 0 sono dati dalla (17)- 
Si ha dunque: 

tg F= ■ tg — — — . 

8 i4-tg.etg0' 

In questa espressione dovremo ora sostituire i valori: 
tgO' 


ap\ — bl', C fì ap,— bl, 0 

- rtg— , tgO- ^ ’ Xw^ T 


api -H blì 


e semplificando si ha 
tg F*- 


api 

2 ab (Jxp'i —Pil't) 


c c 

(«Pi + Mi) («p'i + w,) ootg — + (ap', — bl',) (ap, — bl,) tg — 

Moltiplichiamo ancora i due termini di questa espressione per: sen 0 ed osser¬ 
viamo che è 

c eoe e 

cotg — sen O = cotg — . 2 sen cos — «■ 2 cos* — 

2 2 2 2 2 

c eco c 

tg — sen (7= tg — .2sen — cos — =2sen* —, 

e quindi l’espressione precedente (*) può scriversi : 

ab (l,p, — p x Z,') sen C _ 


tg V= 


°*PiP'i + Ò*V, 2 ab&p,' -\-p,r,) cos C 


(*) Labaltixb, NoumUè Qiom . du triangU . In eua ò larga applioarione delle coordinate bari- 
centriche. 
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Indichiamo con V a l’angolo fatto da una retta Collà direzione B C del trian¬ 
golo di riferimento ABC. Quest’angolo ( r ) sia considerato al disopra di BC. 
Pigliamo per equazione della retta una delle due seguenti : 


Lx-\- Py + Qz = o o l<x -\-p$-+>qy = o 
(L : P : Q= ai \bp : cq). 

avremo : 

M sen C — N sen B ( p — q)h a _ 

^ ° L — M cos C — N cos B al — bp cos C — N cos B 

__ P — Q 

(l — q) cotg B -h (l — p) cotg C 

Servendoci della formula (10') del num. 9, cerchiamo l’angolo formato dalla pa¬ 
rallela alla retta, condotta per B. Ricordando le note forinole trigonometriche: 


si ha: 


14 . 


cotg- 84 - cotg C= 



cotg B — cotg À = 


— (ò* — a*) 
2 A 


COtg V a = COtg B 




= — cotg C 4- 


2 A (p, — q) 

-cotg ^ + 

2 A(p — q) 


2 A (p — q) 


Consideriamo in coordinate tripolari l’equazione: 


(a) l\ 4- mjx 4- nv + d = o 

ed in essa sostituiamo a X, |%v i loro tatari trovati al numi. 6, e poniamo per 
brevità: 

l 4- m 4- n = L, lx l 4- racc 2 4- naJ 3 = itf -\-my 2 -f- ^ 

d -\-l (a ^ 2 4 - 2/i 2 ) 4 - ni 4- 2/2*) *+■ n “H S/3 2 ) ==s D 
Otteniamo cosi in funzione delle coordinate cartesiane : 

L(X* 4 - r*) — 2 iÈfX— 2 IVT 4 - D = 0 

che evidentemente è Vequazione di un cerchio , sempre che sia 1/ diverso da zero. 
La (a) rappresenta dùnque un cerchici 
Il suo centro ha per coordinate cartesiane: 



e se r è il raggio di tal cerchio, è: 

r=~ + N*—LD 

E L 

Sviluppando e ponendo: 

a 2 m» 4- bhil + cHm = Q 


( ! ) Poulaih, Principi « <fé Za Xouvelle Géonu du triangle. 
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possiamo scrivere: 


Q -f- dL 

Z 2 


Quando sia: L = o, l’equazione del cerchio diventa Vequazione di una retta. 

Distanza di due punti* La distanza di due punti (sc l? y lt s 4 ), («*., y 2 , **) in 
coordinate trilineari potendosi scrivere: 

^ — sc 2 ) 2 sen 2 A H- ( y l — y 2 ) 2 sen 2B-h (z x — « 2 ) 2 sen 2 C 

2 sen A sen B sen Q 7 

questa stessa distanza in coordinate tripolari avrà per espressione: 

= _L |a*(X'—X")*+—p") ! +c*(v'—v")* + 2 £>c(ja' —p") (v 1 —v") cos A-\- —J 

essendo (X', p,’, v f ), (X", p/', v ff ) le coordinate dei due punti. 

Angolo di due rette . Se le equazioni di due rette hanno i termini costanti 
uguali e di segno contrario, le due rette sono simmetriche rispetto all’origine 1 
delle coordinate. Se con V indichiamo l’angolo delle due rette, è: 

cos V = — - ■ - ■■r - - , 1" a 2 (mn' wm') -h b % ( nV In 1 ) -f c 2 (lm' -f- mZ 1 )! • 

2VqVQ' l j 

Se ricorriamo alle coordinate X n |x x , v x la distanza dei due punti M ed M x è 
data dalla formula: 

d?s* = 1! a*Xi -f- 2 2 PyjXìVx cos AMB 

equivalente all’altra : 


Applicando questa formula a determinare la distanza fra il circóncentro 0 e l’in¬ 
centro J, troviamo: 

0? = R — 2Rr. 

Cerchiamo ancora là distanza d dei due punii M , M ì servendoci delle coordi¬ 
nate sotto-tril/neari. 

Basandosi sulla proprietà del quadrilatero inscrittibile di avere il rapporto fra 
una diagonale ed il seno dell’angolo opposto uguale al diametro 2 R del cerchio 
ad esso circoscritto, il Poulai# stabilisce il teorema seguente: 

“ in un quadrilatero inscrittibile il rapporto delle diagonali è! uguale al rap¬ 
porto dei seni degli angoli opposti 

Da questo deduce per espressione della distanza dei due punti M ed M x : 

<** =[fo'i — yJ •+* O'i “ *')*+2 — p*) («*,— *') co8 8 ^j. 
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Trasportando il segmento MM X parallelamente a se stesso in modo che M venga 
a coincidere con A, formiamo un quadrilatero birettangolo inscrittibile di cui 
MM X è una diagonale. 


15 . Nella Geometria del triangolo è di somma utilità l’impiego delle coor¬ 
dinate. Una prima applicazione la si ha nella determinazione dei punti rimar¬ 
chevoli. 

Quando poi siano date le coordinate di un punto M , si può, mediante semplici 
trasformazioni eseguite su di esse, determinare la posizione di un gran numero 
di altri punti. 

Riassumiamo tali trasformazioni. *** 

I. Invertimento delle coordinate del punto dato . Ili 

Se alle coordinate se, y, z del punto M sostituiamo i valori —, —, —, il nuovo 
punto è V inverso del primo. x y z 

Se ricordiamo il* significato delle coordinate baricentriciche, vediamo subito che 
l’inverso M' del punto M (a, {3, y) ha per coordinate baricentriche: 


il il 

a * (3 1 y 

Se alle coordinate a, 6, y di un punto sostituiamo i valori reciproci —, -ì 

I a p 

y, determiniamo un nuovo punto che è il reciproco del primo. Così il reciproco 

M x di M sarà dato da: 

«i. Pi. Yi — — .j 

ossia: 

«i« = P.P=rir- 

II reciproco H x dell’ortocentro H sarà cosi : 


*i ’ Pi * Yi = cotg A *. cotg B ; cotg C. 


Il De Longohàmps ha generalizzato la nozione di punto reciproco ad ha chiamato 
punto reciproco d’ordine p il punto M p le cui coordinate baricentriche sono: 

qp b*> cP 

~’T’ T' 

Consideriamo i due punti: M (a, {3, y) ed M p (cc p , (3 P , y p ). Se fra le loro coordi¬ 
nate esiste la relazione: 

«««> , Pfe» . frr» 

a 9 ò* cP 


i due punti diconsi reciproci d'ordine p, e la posizione di M p si deduce da quella 
di M y qualunque sia p 1 positivo o negativo, ma intero. 


"V 
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Se è : p — o ai ha : 

3*0 ^ = TY» 

111 

©d i due punti diconsi reciproci d'ordine zero . Se Jf è all’ intersezione di tre 
traversali angolari, il punto M a sarà all’intersezione delle loro isotomiche. 

Se è p = 1, è : 

««i _ PPi _ YYi 

a b c 

ed i due punti if ed M l sono reciproci d'ordine 1. Se M è sulla traversale an¬ 
golare CC\ pigliamo CD = AC ' sul lato CA e CE = C'B sul lato CB: il punto 
M l sarà sulla retta CC" che passa pel punto medio di DE. Ripetendo la co¬ 
struzione per una seconda traversale angolare A A' passante per M } determiniamo 
una nuova traversale A A" che interseca CC " in M ]b 

Un esempio di punti reciproci d’ordine 1 che si deducono a questo modo l’uno 
dall’altro l’abbiamo nel baricentro ed incentro di ABC. 

Se è p = 2, i punti M ed M t sono reciproci del secondo ordine } ed è: 

•f«ÌL = J!k Tft 

a% òg Cg 

Consideriamo ancora il punto: (aa p , (3ò p , y c % cioè il punto: (a Ben 9 A 
§ sen 9 B y y sen 9 Cf). Ad esso si dà il nome di punto senusiano d'ordine p del 
punto M il quale a sua volta è Vantisenusiano ( x ) di quello, od anche il senusiano 
d'ordine (— p). 

Se al posto del seno è il coseno o la tangente, si dirà il cosenusiano o il tangen¬ 
ziale d'ordine p. Allo stesso modo si avrà il doppio senusiano ed il semisenusia- 
no , ecc. 

Se un punto M' ha per coordinate trilatere le coordinate baricentriche di un 
altro punto M\ tal punto sarà senusiano di quello, poiché da: 

x 1 ; y' ; z } = a ; p : Y ricavasi : a' *. p’ ; y ' = aa *. òjì ; cy. 

IL Cambiamento del segno di una delle coordinate del punto M siano esse 
baricentriche e normali. 

Dal punto M (a, [3, y) od M (cc, y, z) derivano tre nuovi punti: M a (— p, r). 
M b («, — p, y), M c (a, p, — y) od M a (— x, y, e), M b (x, — y, z), M„ (x, y, — z). 
Tali punti sono i punti algebricamente associati al punto M. 

D triangolo determinato da questi tre punti è omologico e circoscritto al trian¬ 
golo ABC ed M è il centro d’omologia. 

ITT . Permutamento delle coordinate baricentriche di Kl o di due sole fra di 
esse. Si ottengono cosi cinque nuovi punti: 

Mi (p, y, a), M t (y, a, P), M„ (*, y, P), M b (y, p, a), M e (p, a, y). 

(>) Queste denominazioni furono proposte dal Poclaih. 


16 
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I punti M x ed M 2 sono il 1° ed il 2° punto isobarico di M, ed i punti Ma, M b , 
M c sono i punti eemireciproci . (*) 

Si vede che M b è il 1° isobarico di M a ed M c ne è il secondo. 

I due punti M ed Ma sono su di una stessa parallela al lato BC e le traversali 
AM, AM a intersecano il lato BC in punti isotomici, per cui il punto medio di 
MM a è sulla mediana di A A’. f 

Ugualmente dicasi delle due coppie di punti M x M b ed M a M c . 

Pigliando il reciproco di M, poi V isobarico di questo reciproco si ottengono 
due altri punti: 


che sono i punti brocardiani di M. Il primo è il brocardiano retrogrado ed il 
secondo il brocardiano diretto . E in tal modo che i punti di Brocard si dedu¬ 
cono dal punto di Lemoine. 

IV. Aggiungendo una quantità q alle singole coordinate di un punto M si ha 
un nuovo punto M\ Si ha cosi: 

a* * P' ; y 1 ; = a + q *. (J -4- q \ Y 4- q- 

Se è: 

a' = = r 

P + Y ~~ Y f + a ' ~~ a’ + P’ 

il nuovo punto è il complementare di M. Costruendo a questo modo la figura 
complementare di una data figura si ottiene una nuova figura che è omotetica 
ed inversa della prima. 

Se si determina un punto M' che abbia M per complementare, tal punto sarà 
Vanticomplementare del primo. Si ha per esso: 

« l i 

+ Y r Y' H- a ’ + P’ 

da cui: 

a ? P f y* 

P Y — a Y + a ”“P ~ a + P—Y 

Se trasformiamo il triangolo ABC nel suo anticomplementare, i punti/, I a , I b , 
le del primo avranno per omologhi nel secondo i punti di Nagel J, J a , J b , J e 
i quali sono centri dell’incerchio e degli excerchi del nuovo triangolo. 

Se la trasformazione in parola si effettua sulle coordinate trilineari se, y, z di 
M, si ottengono i punti supplementari ed antisupplementari di M. 

Questa trasformazione applicata ai singoli punti di una figura sostituisce ad essa 
la sua omologica, giacché la trasformazione è omografica. 


( l ) Nome proposto dal Neoberg. 
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V. S/ sostituiscono affé coordinate del punto M le loro potenze . Si ottiene 
cosi il punto M( p ) (a p , [5 P , f p ) detto potenziale di ordine p , cioè il punto che con¬ 
giunto coi vertici del triangolo ABC dà origine a traversali che dividono i lati 
corrispondenti in parti proporzionali alle potenze p me dei larti^diacenti. 

Se CF è una traversale angolare passante pel punto M( p ~ 1 ) e cìie incentra AB 
in jF, si faccia CC X = CA e si conduca C X A che interseca CF in un punto P. 
Conducasi FP' parallela a BC l che interseca AC 1 in P 1 e AB in F\ La CF' 
passa pel punto M( p ). Due altre traversali angolari condotte in modo identico 
per B ed A determinano^) M( p ). 

VI. Alle coordinate de! punto dato si sostituiscono le differenze di esse, 

due a due . Si ottiene così il punto M co ((3 — y, y — a, a — P) detto punto asso¬ 
ciato all'infinito del punto M. 

16 . Mediante le proprietà di un punto del piano del triangolo fondamentale 
in funzione degli elementi del triangolo, o mediante la dipendenza simmetrica 
delle coordinate del punto dagli elementi del triangolo, o deducendo da un punto 
altri punti mediante le trasformazioni indicate nel numero precedente, si riesce 
a determinare la posizione e le proprietà di altri punti dello stesso piano del 
triangolo o di rette contenute in^ esso, e che ormai ascendono ad un numero 
infinito. SI gli uni che le altre piglian nome di rimarchevoli . Ne accenniamo 
alcuni quali esempi. 

Incentro L Le sue distanze dai lati sono uguali al raggio dell* incerchio. 
È quindi : x = y = z, per cui le sue coordinate trilineari sono : 1, 1, 1. E dunque : 

x\y\z = 1 ; 1:1. 

Se di esso determiniamo i hrocardiani (3 a trasformazione) otteniamo i due punti : 

« 7 $ .... x *. y \ z = b \ c \ a 
li .... x \ y ; z =s c *. a \ b 


Il primo è il punto diretto ed il secondo è il punto retrogrado . 

Essi sono noti col nome di punti di Iérabeck. 

Circoncentro 0. Le sue distanze dai lati sono proporzionali ai coseni degli 
angoli opposti. . Poiché è: 

Bb _2A_ 

a cos A + h cos B *+• c cos C 


per le coordinate trilineari di esso si ha: 

x = R cos A y = R cos B z = R cos C 

per cui: 

x * y ; z = cos A ; cos B \ cos C 


( l ) Questa costruzione è di Boubals, Journ. de Maih . ÈlSm. % 1885. Un’altra costruzione è data 
dal prof. A. Lugli nel Periodico di Math., voi. X, pag. 4 (1895). In essa si distingue il caso di j» 
pari o dispari. 


Digitized by t^ooole 



244 


In coordinate baricentriche è poi: 

a ; p ; y = sen 2 A \ sen 2 B \ sen 2 C. 
La retta 10 ha per equazione tripolare : 

aX (6 — c) 4 - ò(x (c — a) 4 - cv (a — b) = o. 
Essa è asse radicale dei cerchi aventi per equazioni : 

aX = 6 (x = cv. 


Excentri . Le coordinate tripolari dell’excentro I a sono: 

AI* =òc ———, BI* = ac , Wa = ab 

p — a p — a 


p — b 
p — a 




per cui la retta OI a ha per equazione: 

6 {i(c 4 - a) — aX(b — c) — cv (a 4 - b) = o. 

Analogamente per I b e I e . 

Ortocentro H. Le sue distanze dai lati sono inversamente proporzionali ai 
coseni degli angoli opposti. 

se = CX cotg B = b cos C cotg B =*2B cos B cos C 

per cui: 

111 

x \ y \ z =5 - *-*- 

cos A ' cos cos (7 

a : P '• Y = tg a : tg B : tg c. 

Baricentro O. Per la stessa definizione di baricentro di nn triangolo risulta 
che le coordinate trilineari di esso sono: 


x = 


2 A 

3 a ’ 


y = 


2 A 

36 ’ 


« = 


2 A 
8c * 


ft/afo di Lemoine K* Le sue distanze dai lati sono proporzionali a questi lati 
x\y \ * — a \ b\Cj s oc (J ! y = a 2 \ ò 2 ; c 2 . 

Punti di Brocard £2, Q\ Le loro distanze dai lati del triangolo sono inver¬ 
samente proporzionali ai rapporti di due lati. 

(£2) .... se — : — = c*a ; a % b \ b % c 

bea 

(£2’) .... se \ y\z = — \ — = ab 2 \ bc % \ ca 2 . 

cab 


Le coordinate trilineari di £2 verificando la relazione: 

bx _ cy az 8 RX* 

c b a ò 2 c 2 4 - c*a* 4 - c^b % 

le sue coordinate tripolari verificheranno la relazione: 

a*X _ ò*|jl _ c 2 y _ 16 RW 

ò 2 c 2 a 2 ò 2 c 2 4 - c 2 a 2 4 - a 2 ò 2 

Analogamente per £2'. 
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Cenino 0 9 del cerchio di Feuerbach . È il punto medio del segmento OH, 
per cui è: 

sc= — R cos (B — C), y = ~ R cos (C — A), z = # cos (j! — B) 


e si ha dunque: 

x\y\z = cos (j B — C ) I cos (C — A)\ cos (A — B). 

Gruppo di Nagel (J, J ai J&, J e )- È formato dal punto di Nagel J e dai tre 
punti J a , J b , J c ad esso algebricamente associati (2* trasformazione) rispetto al 
triangolo antieomplementare di ABC. Il punto di Nagel , è l’anticomplementare 
dell’ incentro 1 (4 a trasformazione), e le sue coordinate baricentriche sono rispet¬ 
tivamente proporzionali a: 

p p — b,p — c od a : cotg -ì- A, cotg -ì- B , cotg -i- C. 

Si ha dunque: 

( J) « : P *. Y =jp — a\p — b\p — c = cotg y -4 : cotg y B ; cotg y C 

(«/a) a : P : r = —1> \p — c:p — b== — cotg y .4 ; tg y .B : cotg y C 

(j & ) a : p : y — c : —: p — a = tg -i- ii : — cotg -ì- b : tg y c 

WO « *. P : r =j> — h : jp — a : — 2> = tg y ^ : tg y b : — cotg y <7 

Gruppo di Gergonne T, I\», IV IV È formato dal punto di Gergonne e dai 
punti ad esso algebricamente associati rispetto al triangolo anticomplementare 
di ABC. Questi punti sono rispettivamente i reciproci dei punti del gruppo di 
Nagel (l a trasformazione). Le coordinate di T sono proporzionali ad: 

1 1 1 


p — a’ p — 6’ p — c 

Si ha dunque: 

(r) a : p : y = 


ed a: t gyi, tg y B, t g|c. 


p — a 


(r«) a : p : y = — 


p 


CTO «:p:r = -^- 1 

C —p 

ì 


r«) « : p : y= 


p — 6 


c— p 


b — p' a —p 


p _ c ,tgi^:t g -Ì5:tgicr 


ì 


b - p -— tg Y A : cotg i B : cotg I c 

= cot « T ^ : “ tg T 5 : cotg ¥ c 

—~ = cotg a : cotg y b : — tg y c■ 
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Punto di Steiner E . 


« : P : r = 


6 *- 


a 2 * a 2 — ò 2 


sen .4 sen (2? — C) * sen 5 sen ((7 — -4) * sen <7 sen (-4 — B) 


Primo e secondo centro isogonico V, W. 

/ tt\ . Q . _ sen A # sen B t sen C 

(F) a : jJ : y = — ^ + gQO) : sen (B + 60») * sen (C+ 60°) 

/nr\ . 0 . _ sen 4 # sen B t sen C 

(TF) a '• P '• Y = ge n _ 60 o) • sen (j5 _ 60°) ‘ sen (C— 60°) * 

Punto reciproco I Q dell*incentro I. Conduciamo le isotomiche delle biset¬ 
trici interne del triangolo ABC : esse s* intersecano in un punto I Q che è reci¬ 
proco dell’incentro L * Le sue coordinate trilineari sono inversamente propor¬ 
zionali ai quadrati dei lati opposti e le sue coordinate baricentriche sono inver¬ 
samente proporzionali ai lati del triangolo. È quindi: 


x -y- z= -*r-~v 


_1_ 

c 2 


“ : P : r 


ì ì ì 

i _ I _ 

• 7 a 

a o c 


I punti algebricamente associati ad I Q sono all’ intersezione delle rette che uni¬ 
scono il punto isotomico del piede di una bisettrice esterna e gli isotomici dei 
piedi delle bisettrici interne condotte dai due altri vertici ai vertici opposti. 
Se pigliamo i punti inversi di I 0 e dei punti ad esso algebricamente associati 

ed uniamo uno di questi punti ad uno dei vertici del triangolo, ad esempio al 

vertice A, dividiamo il lato opposto in due segmenti l OÌ l b pei quali si ha: 

i e : h = c 3 : 0 3 . 

Traversali reciproche. Una traversale qualunque incontri i tre lati del 
triangolo ABC nei punti A\ B\ C'. Pigliamo sui lati gli isotomici di tali punti 
(III, num. 8): essi siano A\, 1 B',, C' x . Potremo scrivere le tre uguaglianze: 

AC' C\B BA' A\C CB' B\A 

C'B “ AC\ 1 A'C ~ BA \j 7 B'A CB\ 

che moltiplicate membro a membro danno: 

AC' BA' CB' C' X B A' X C B' X A 

C'B ' A'C ’ B'A ~~AC\ ’ ~BA\ * ~C!B\' 

Ora i primi tre punti essendo per ipotesi in linea retta, il primo membro di 
questa uguaglianza vale — 1, quindi anche il secondo membro deve. avere lo 
stesso valore ed i tre punti A ' x , B ' x , <7*, sono anch’essi in linea retta. 
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Le due traversali A'B'C ', A\B\C\ che si deducono cosi l’una dall’altra, chia- 
mansi reciproche . • 


Se : -?• 4- — H —*— = o è l’equazione della prima, quella della seconda evi- 

1 p q 

dentemente è : al -4- 4 - yq = 0 . Quindi la prima è armonicamente associate 

al punto M di coordinate (Z, p , q) e la seconda al punto M' di coordinate 

11 1 
—, —, e siccome questi due punti sono reciproci, cosi le rette pure chiamansi 
P 2 

reciproche. Le tre altre rette associate ad M sono traversali reciproche delle 
tre altre rette associate ad M\ 

Se due rette hanno i punti armonicamente associati gli uni inversi degli altri 
le due rette diconsi inverse. * 

Quindi se in coordinate baricentriche consideriamo la retta: 

la + = 0 


l’equazione della sua reciproca è: 


e quella della sua inversa è : 


x =0 


x y z 

T~ h ~M + ^ r = 0 - 

In coordinate trilineari, essendo l’equazione della retta: 

Lx 4 - My -f- Nz= 0 
l’equazione della sua reciproca è: 

a 2 x b*y c 2 z 

-L ---j-- 0 

L ^ M ^ N 

e quelle dell’inversa è: 


Poto e polare trilineare (HE, num. 26). Consideriamo ancora l’equazione 
della retta r: 

ax by 4 - cz = o 

ed essa sia una traversale del triangolo ABC e che ne incontra i lati BC\ CA , 
AB, rispettivamente in A 1 , B 1 , C 1 . Le equazioni delle coniugate armoniche 
delle rette AA X , BB X , CC X rispetto agli angoli A , B , C sono : by — cz = o, ecc. 
Tali coniugate armoniche concorrono in un punto P le cui coordinate sono: 

111 

n 9 b ’ c ’ 
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H punto P è detto polo trilineare della retta r che a sua volta è la polare trili¬ 
neare di P. ' 

Se si conviene di chiamare coordinate di una retta i coefficenti a, 6, c della 
sua equazione, le coordinate del polo di tal retta sono inversamente proporzionali 
a quelli della retta stessa. 

Niutoniana di una retta . Conducendo nel piano del triangolo ABC una tra¬ 
versale Z, si determina un quadrilatero completo, ed i punti medi delle sue dia¬ 
gonali sono su di una stessa retta V che chiamasi niutoniana associata alla retta l. 
Se l’equazione della l è: 

Za -t- p$ -b Tf = o 

quella della sua niutoniana associata V è: 

P+r—“,«+r—P,«+p—r . 

--- - *1 = o. 

I p q 

Si mediane (III, num. 2): 

x y z 

sen A sen B sen C 

Diametro di Brocard 1£0: 

x sen ( B — C) H- y sen ( C — A) H- z sen (.4 — B) = o 

od anche: 

bc (6 2 — c 2 ) x -f- ca (c 2 — a 2 ) y -b ab (a 2 — ò 2 ) z = o. 

Betta di Brocard £2Q'. Poiché il punto Q ha per coordinate omogenee: 

-7-, —, — ed il punto Q' ha per analoghe coordinate: —, —, la retta QQ f 
bea cab 

avrà per equazione: 

(a 4 — ò 2 c 2 )-b (& 4 — c 2 a 2 ) 4 - (c 4 — a 2 & 2 ) — = o 

a b c 

od anche: 


/« 2 

bc \ 

l?r-H 

f 6 2 

ca \. 

,/«* ba \ 

\ bc 

^ ca 

& 1 * 

\ba c* ) 


Betta <f Eulero OOH. Essendo digià note le coordinate dei punti 0, O ed 
H la retta d’E clero ha per equazione : 

x ( b 2 — c 2 ) cos A -b y (c 2 — a 2 ) cos B -b z (a 2 — ò 2 ) cos C = 0 

oppure : 

x sen 2 A sen (B — C) + y sen 2 B sen (C — A) -b « sen 2 C sen (A — B)=o 
ed in coordinate baricentriche: 

a cos A sen (B — C) -b (ì cos B sen (C — A) 4 - y cos Csen (4 — B) = 0 . 
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Retta di Lemoine (III, num. 17). 
disfano alle relazioni: 

l 


Le coordinate del punto di Lemoine sod- 

P = 4 
ò 2 c 2 


per cui la retta ad esso armonicamente associata (retta di Lemoine) ha per 
equazione : 



ed in coordinate baricentriche: 


a 



X 

c 2 


= 0 • 


Retta di Longchamps (III, num. 19). Sappiamo che questa retta è traversale 
reciproca della retta di Lemoine, per cui dall’equazione di quella deduciamo 
l’equazione della retta di Longchamps, cioè: 

a?x H- Wy -f- c 3 z = o oppure : a 2 a -h ò 2 [ì -+- c 2 y = o. 


17 . Cerchio e coniche . Abbiamo visto (num. 10) come conoscendo la pro¬ 
prietà del cerchio di essere il luogo dei punti del piano che sono equidistanti da 
un punto dato, si possa scriverne la sua equazione. 

Sia (a?, y) un punto del luogo ed (a, j3) il punto dato. La sua equazione sarà 
allora della forma: 

(18) (x — a) 2 + (y — by = r 2 . 


Se assumiamo il centro quale origine, è : a = o, b = o e l’equazione diventa 
sc 2 + i/ 2 = r 2 , e se l’asse x è diametro ed y è perpendicolare ad esso, è: a = r, 
b = o e si ha quindi : se 2 -f- y 2 = 2 rx . 

L’equazione del cerchio in coordinate cartesiane ortogonali non contiene dunque 
il termine xy ed ha uguali i coefficenti di x % e y % . 

Reciprocamente ogni equazione della forma suddetta in coordinate cartesiane 
ortogonali rappresenta un cerchio. Infatti, sviluppando la (18) si ha: 


-\-ax~\-by-\-c = o 


che può essere scritta sotto la forma: 




fl 2 -f & 2 

4 



Supponiamo il secondo membro positivo e che le coordinate del centro siano le 

quantità : — ~,-- • Poiché il primo membro rappresenta il quadrato della 

distanza di un punto qualunque del piano dal centro, l’equazione sarà verificata 
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dalle coordinate di tutti quei punti del piano che hanno dal punto fisso una 
distanza costante ed uguale a: 


v/ 


a 2 4 - 6 * 
4 


c. 


Tale equazione rappresenta dunque un cerchio. 

Se il secondo membro dell’equazione è nullo, perchè anche il primo membro sia 
nullo è necessario che ambedue i termini che lo compongono, si annullino Con¬ 
dì b 

temporaneamente, cioè che sia: x =-—, y = -— • Allora liquazione rap¬ 
presenta un punto. « 

Se poi il secondo membro dell’equazione è negativo l’equazione non può esser 
verificata da nessun sistema di valori reali di x ed y, poiché la somma di due 
quadrati non può esser una quantità negativa. 

Se le coordinate che si considerano sono oblique, la (18) si scriverà: 

(x — a) 2 H- (y — b) 2 H- 2 (x — a) (y — b) cos 0 = r 2 
che è della forma: 


x 2 H- y 2 H- 2 xy cos Q-\-ax-±-by-ì-c = o 
nella quale i coefficenti di se 2 e y 2 sono l’unità. 

Reciprocamente ogni equazione di questa forma in coordinate oblique rappre¬ 
senta un cerchio. 

Si può ora facilmente costrurre l’equazione del luogo dei punti le cui distanze 
da due punti fìssi stanno in un dato rapporto. Indichiamo con M ed M’ i due 
punti e pigliamo la retta MM l = 2 a per asse delle x e la perpendicolare nel 
punto medio di essa per asse delle y. Se x ed y sono le coordinate di un punto 
qualunque del luogo, avremo per equazione di tal luogo: 

y 2 -b (x -f- a) 2 m 2 
y 2 -h 'x — a) 2 n 2 

ossia : 

9 or» m* -4- n 2 . 

x 2 -b y* — 2 ax — -- +a 2 = o 

m 2 — n 2 


che rappresenta un cerchio il cui centro è sull’asse delle cc, e di cui gli estremi 
del diametro sono i punti che dividono la retta MM } nel rapporto — • 

71 

1 *. Consideriamo l’equazione generale di secondo grado: 

(18*) /(x, y) = ax 2 4- 2 hxy 4- by 2 -b 2 gx -f- 2 fy -f c = o 

e supponiamo che uno dei coefficenti a o b non sia nullo, ad esempio il ò. Ri¬ 
solvendo rispetto ad y e ponendo per semplicità : 

h 2 —ab = M, hf— gb = N, f — cb = P 
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avremo : / 

h f 1 _____________________ 

w = — — x + 4-±— VMc* -f- 2 Nx + P. 

* 0 0 0 

Per ogni valore che diamo ad x dovremo, a partire dalla retta 

h f 

y '~ T X+ b 

portare da una parte e dall’altra sull’ordinata, una lunghezza uguale ad 

l = 4 - V-Mse* + 2 Nx+P. 

0 

Quindi la retta: 

h f 

? -T* + T 

divide in due parti uguali le corde parallele all’asse delle y ed è diametro della, 
curva. 

Senza entrare nei particolari della discussione che può trovarsi in ogni trattato* 
elementare di Geometria Analitica, ne riassumiamo i risultati, distinguendo- 
vari casi. 

I. Sia M<0, ossia h 2 — ab < o. 

1° N 2 — MP > 0. L’equazione : 

(19) Mx*-+-2Nx + P==o 

ha allora due radici reali e distinte x\ x” ; la curva è tutta compresa in due 
parallele all’asse delle x e in due parallele all’asse delle y ed è un’ ellisse. 
Supponendo x">x\ il precedente trinomio può scriversi: M(x — x’)(x — x") 
che è positivo, e quindi la lunghezza l è reale per ogni valore di x compreso 
fra cc* e x", e per ogni altro valore la l sarà immaginaria. Essendo nel prodotto 
precedente la somma dei fattori sempre uguale ad x" — x\ quel prodotto, e 
quindi l è massimo quando i due fattori sono uguali, cioè quando si ha: 

*=! (*'+*") 

per cui : 

*""TT (*"-*') 

2° N 2 — MP = o. Sarà x' = cc" = — A, per cui : l = - ~~ y— 

La lunghezza l è sempre immaginaria eccetto per x = x\ nel qual caso è: l = o r 
e la curva si riduce ad un punto. Se per maggior chiarezza scriviamo l’equa¬ 
zione generale sotto la forma: 

(by 4- hx -f-/) 2 — M -+• — J = o, 
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poiché M è negativo, il primo membro di quest’equazione è somma di due qua¬ 
drati e non potrà quindi annullarsi se non si annulla ciascuno di essi, e ciò 
•determina appunto l’intersezione del diametro della curva colla retta: 

N 

MP—N* 


= 0 . 


8° N 2 — MP <. 0. Poniamo : 




= H 2 Ì ed il trinomio (19) diventa : 


* [(* + 


•che è negativo, per cui l è immaginario per ogni valore di x. L’equazione rap¬ 
presenta allora un’ellisse immaginaria. 

IL Sia M> 0, ossia : h 2 — ab> o. 

1° N 2 MP > 0. Il trinomio : M (x — x') (x — x") è positivo, per cui l è 
reale quando x varia da ac" a + co e da aj' a — co, ed l varia da o a co. Si 
hanno così nella curva due rami infiniti e quindi è un’ iperbole, 

N 2 — MP 

——-= iT*, il valore di y può scriversi : 

M 2 


Ponendo ancora: 


MP — N 2 

2° N 2 — MP<Zo. Ponendo:-—- =H 2 il trinomio (19) si scrive: 

•ed l è reale per ogni valore di x 1 senza mai annullarsi. Diverrà minima per 

H _ 

x =-—r, e questo minimo è : — \ M. La curva è ancora un’ iperbole e la 

M b 

•equazione generale assume la forma: 

(hx + by +/)* - M (x + -j^ 2 - MH* =o 
*ed i due asintoti sono dati dall’equazione: 

(hx + by +/)* - M (x + = o. 

3° N* — MP — o. È allora: 


l = dz 


y = — 
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Il luogo è formato da due rette die s’intersecano in un punto del diametro. 
L’equazione può in questo caso scriversi: 

(hx + by+f) 2 — M ^cc-b =o 

e riducesi al prodotto di due fattori di primo grado. 

III. M — o ossia : h 2 — ab == o. 

p 

1° N>o. Ponendo: x' = — '^'n 1 si ha-, 

l = -j- "V2 N(x — x') 

ed l è reale pei valori di x maggiori di x'. Se dunque tagliamo sull’asse x a. 
partire dall’origine una porzione uguale ad x' e conduciamo una parallela all’asse 
y, la curva si estenderà all’infinito a destra di questa parallela e sarà una pa¬ 
rabola. 

2° N=o. È allora: 

to-t -f. V? 

9 -— =*=—' 

Ora se è P>o l’equazione rappresenta due parallele al diametro prese ad ugual 
distanza da esso. 

Se è P = o queste due parallele si confondono col diametro, ed allora il prime 
membro dell’equazione generale è un quadrato perfetto. Se è P C 0 , la l è imma¬ 
ginaria, ed allora diremo che rappresenta due parallele immaginarie. In queste 
caso l’equazione generalo può assumere una delle seguenti tre forme: 

{by 4- hx -h f) 2 4- Nx -b P = o, {by -f- hx 4-/) 2 -h P = e, (by 4- hx 4 -/) 2 = o. 

NCo. Ponendo : 

x' = — —, si ha : l = -i- V 2 N(x — x') 

2 N b 

e quindi la l è reale per tutti i valori di x compresi fra x'e — co : la curva si 
estende quindi all’infinito a sinistra della retta: x = x } toccandola nel punte 
d’incontro col diametro, ed è ancora una parabola : 

Quanto precede si può riassumere nel modo seguente: 

I N 2 — MP > 0 \ ellisse reale, 

N 2 — MP = o \ ellisse ridotta ad un punto, 

N * — MP C o \ ellisse immaginaria. 

Ì N 2 — MP > o \ iperbole reale, 

N 2 — MP — 0 ! coppia coniugata di rette, 

N 2 — MP C o ; iperbole. 
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Parabola : h 2 — ab = o 


0 ; parabola 

I P>o: coppia di rette parallele, 

P = o \ coppia di rette coincidenti, 

P < o \ coppia di rette immaginarie. 


19 . Se confrontiamo liquazione generale di secondo grado (19') coll’equa¬ 
zione del cerchio si vede che affinchè essa rappresenti un cerchio dovrà essere : 
a = b ed h = o. 

Per ridurre un’equazione ad essere della forma (18), se i coefficenti di x ed y 
non sono l’unità si riducono ad esser tali dividendo l’equazione per tal coeffi- 
cente. Si trasporta il termine noto al secondo membro e si completano i qua¬ 
drati del primo membro aggiungendo ad ambedue i membri i quadrati della metà 
dei coefficenti di x e y. Così per l’equazione generale: 

a (x 2 + y 2 ) + 2 gx -b 2fy -b c = o 

«i ha: 


e le coordinate del centro del cerchio sono dunque ; — — , — —. Il raggio è : 

a a 


— V/ + /* — ac. 


Se in questa espressione è: g 2 -\-f 2 <ac il raggio è immaginario e l’equazione 
non è verificata da nessun valore reale di x e y. Se è: g 2 —p = ac il raggio 
é nullo, e l’oquazione rappresenta un punto. 

Consideriamo poi l’equazione del cerchio riferito ad assi obliqui: 

(x — a) 2 -b (y — b) 2 -b 2 (x — a) {y — b) cos 0 = r 2 

c confrontiamola coll’equazione generale di secondo grado. Vediamo che questa 
rappresenta un cerchio se è: a = b ed h = a cos0. Se queste condizioni si ve¬ 
rificano, il centro ed il raggio del cerchio ci son dati dalle equazioni: 

a + 6 cos 0 = — — , b -b a cos 0 = — — , a 2 -b b 2 + 2 ab cos 0 — r 2 = — • 
a a a 

Poiché le equazioni che determinano a e b sono indipendenti da e, Vediamo che 
due cerchi sono concentrici se le loro equazioni differiscono di una costante. 
Se poi è: c = o, l’origine delle coordinate è sulla curva, poiché l’equazione è 
soddisfatta dalle coordinate dell’origine, cioè: x = o f y = o. 

90 . Consideriamo era nel sistema di coordinate trilineari l’equazione di se¬ 
condo grado: 

(20) /(cc, y t z) =iAx 2 -b By* -b Cz 2 -b 2 Dyz + 2 Exz -b 2 Fxy = o 



d 
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e la retta rappresentata dall’equazione : 

( 20 ’) Ix 4- my -\-nz = o. 

Eliminando x fra queste due equazioni otteniamo un’equazione quadratica che 

y 

determina il rapporto —. A ciascuna coppia di valori reali, uguali o immagi- 
z 

nari, corrisponde un valore di x . La retta (20') interseca dunque la linea rap¬ 
presentata dalla (20) in due punti, reali, coincidenti o immaginari, allo stesso 
modo che si è visto per le coordinate cartesiane. L’equazione di secondo grado 
fra le tre coordinate », y e z rappresenta dunque una conica. 

Se nella (20) supponiamo A = B = C = o ì essa si riduce all’altra: 

(a) Dyz 4- Exz 4- Fxy = o 

e se in quest’ultima poniamo : x = o, essa si riduce all’equazione : Dyz = o, che 
per esser verificata richiede che sia : y = o o z = o. Si vede dunque che la curva 
passa pei due vertici B e C del triangolo di riferimento, e può allo stesso modo 
mostrarsi che passa pure pel terzo. L’equazione (a) rappresenta dunque una co¬ 
nica che passa pei tre vertici del triangolo di riferimento. Dividendone i ter¬ 
mini per xyz ì essa può scriversi: 

D E F_ 

x y z 

Se poi nella (a) poniamo: 

(P) Ey+Fy = o, 

o, il che è lo stesso: 



essa si riduce ancora all’equazione: Dyz — o , per cui la curva rappresentata dal¬ 
l’equazione (P) incontra la conica nei punti in cui essa incontra le rette : y = o, 
z = o. Ma questi due punti coincidono, quindi la curva passa pel punto d’in¬ 
tersezione delle y = oQz = o. La retta e la conica si toccano dunque nel punto 
A , cioè la retta è tangente alla conica nel vertice A del triangolo di riferimento. 
Allo stesso modo le tangenti in B e C avranno per equazioni: 


ossia : 


(y) Fx 4- Dy = o, Dy 4- Ex = o 

y 


y x 


x 

u 


E 


= o. 


Cerchiamo ora qual’è la condizione affinché l'equazione di secondo grado (20) 
rappresenti un cerchio . Applichiamo il principio che se da un punto conduciamo 
delle secanti al cerchio, il rettangolo dei segmenti da esse determinati è costan- 
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te. (*) Supponiamo clie la curva rappresentata dalla (20) intersechi i lati BC, 
CA, AB del triangolo di riferimento rispettivamente in D e D\ E ed E\ F ed F\ 
Se tal curva è un cerchio, pel principio enunciato è: 

AE. AE' =* AF. AF' ; BF. BF' = BD. BD' ; CD . CD' = CE . CE'. 

Indichiamo con p e p' le distanze di E ed E' da AB e con q e q' le distanze 
di F ed F' da AC. Moltiplicando la prima delle tre precedenti uguaglianze 
per sen 2 A si ottiene : 

PP' = QQ- 


Ma p e p' non sono che due valori di z ottenuti ponendo y = o nell’equazione 
della conica, e ricordando che per y = o è: 

ax 4- cz = 2 A, 


per determinare z avremo l’equazione: 

A(cz — 2 A) 2 4- Ca 2 z 2 4- 2a Ez (2 A — cz) = o 
e quindi otteniamo: 

PP' = 

Analogamente è: 

qq' = 

Quindi, per essere: 


A. 4 A 2 

Ac 2 4- Ca 2 — 2 Eac 
A. 4 A 2 

Ba 2 4- Ab 2 — 2 Fab ' 
AE. AE' = AF. AF' 


è: 


Ac 2 4- Co 2 — 2 Eac = £a 2 4- Aò 2 — 2 I^aò. 
Analogamente per essere: 


otteniamo : 
e per essere: 
otteniamo : 


BF. BF' = BD. BD' 

Ba 2 4- Aò 2 — 2 Fab = C6 2 4- #c 2 — 2 Dèe 
CD. CD' = CE. CE' 

Cb 2 4- Bc 2 — 2 D&c = Ac 2 + <7a 2 — 2 .Eca. 


Dunque la condizione necessaria perchè l’equazione (20) rappresenti un cerchio 
è che si abbia: 

Cb 2 4- Bc 2 — 2 Dbc =* Ac 2 4- Ca 2 — 2 Eac = £a 2 4- Aò 2 — 2 J’aò. 

Consideriamo il triangolo T l T i T i formato dalle tangenti in A, 22, C al cir¬ 
concerchio di ABC, essendo i vertici T x , I 7 ,, 2, rispettivamente opposti ai lati 


(*) Ferbkrs, Trilinear coordinata. 
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a, 6, c. Dall’essere: T Z AC=B Ì T Z AB = C Ì risulta che l’equazione della tan¬ 
gente T t T z è : 

y , * 

- n - 77 = 0 

sen B sen C 


od anche: 



Per analogia le equazioni delle tangenti T z T lì T X T 2 sono rispettivamente: 



Se confrontiamo queste equazioni colle (P) e (y), si vede che il cerchio passante 
pei tre vertici del triangolo di riferimento ha l’equazione della forma: 

a h e 

- 1 - 1 - =o 

X y z 

o in funzione degli angoli : 

sen A sen B sen C 



Condizione necessaria affinchè la critica sia tangente di tre lati del triangolo di 
riferimento. Affinchè la conica rappresentata dall’equazione (20) tocchi la retta : 
x = o è necessario che facendo x = o in tal equazione, si abbia: 

D* — B . C, cioè, D = ±^B . C. 

Analogamente affinchè la conica sia tangente ai lati y = o e z = o deve rispet¬ 
tivamente essere: 

E=± >Ja . C, F=± y A . B. 

Se si verificano tutte tre queste condizioni, cioè se la conica è tangente ai ttè 
lati del triangolo di riferimento, i tre doppi segni dei tre radicali precedenti 
devono prendersi o tutti negativi o due positivi ed uno negativo, giacché in caso 
contrario la conica si riduce ad una retta, o meglio a due rette coincidenti. 
Pigliando i segni negativi é ponendo per convenienza nella (20) invece di A , 
B , C rispettivamente Z, 2 , M 2 , N*, l’equazione della conica tangente ai tre lati 
del triangolo di riferimento diventa: 

jL 2 * 2 + MY + NV — 2 MNyz — 2 NLzx — 2 LMxy= o 
ché è equivalente all’éqtiazioné, 

=fc }/Lx ± ^My ifc V ' Nz = o. 

H centro della conica è determinato dalla condizione: 


(21) 


se , y z 

Nh 4- Me Le 4- Na Ma 4- Lb 


17 
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La coesistenza di queste equazioni colla: 

ax-\-by cz = 2 A 
ci determina le coordinate del centro. 

Se il centro è a distanza infinita, cioè se la conica è una paràbola , le coordi¬ 
nate di questo punto devono soddisfare alla relazione algebrica: 

(21 f ) ax by -b cz = o. 

Quindi la condizione necessaria perchè il centro sia a distanza infinita, è: 

Lbc 4- Mca 4- Nàb = o 


la quale, dividendo i singoli termini pel prodotto àbc può scriversi: 




= o. 


Se la (21’) rappresenta una retta, si può vedere che se la conica ad essa tan¬ 
gente è una parabola, è: 


à 2 b 2 c 2 

TF + ~W + ~W = °' 


Osserviamo infatti che nel punto in cui la (21') tocca la conica è: 
U (by +| cz)* + a 2 (M 2 y 2 + N*z*) = o 


e pigliando uguali i due valori di —, abbiamo : 

z 


quindi: 

ossia: 


(Zi 2 6 s + Jf 2 a 2 )(Z, 2 c 2 + J7*a*) = £i 4 6 2 c 2 


M 2 ^' 2 o 2 (+ 2V*L 2 fe 2 + LW 2 c 2 = o 
à 2 ¥ c 2 _ 

~L 7 + W + ~ °‘ 


La natura della conica rappresentata dalla (20) può determinarsi eliminando 
la variabile z fra la stessa (20) e la relazione : 

(5) ax -b by -h cz = 2 A 

Otteniamo un’ equazione di secondo grado fra le due altre variabili che risolviamo 
rispetto ad y ad esempio, dopo aver espresso la (20) in funzione dei lati a, 6, c 
del triangolo fondamentale. Poniamo a tal fine: 


a 

Cb BC c r, r- A * 

- b -T-2 Z> = L, — 

co a 



£ 

c 


Ca 

--2 E=M, 

c 


= n 


Ba 

T 


Ab ^ „ 
-2 F = N 
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ed avremo la (20) sotto la nuova forma: 

(2) ( ax -j-by -b cz) (Ix -b my + nz ) — (Lyz -b Jfzcc -b Nscy) = o. 

Eliminiamo ora la z fra questa e la (5) e per brevità poniamo: 

L 2 a 2 + 3f 2 ò 2 - 4 - N*c 2 — 2 (ilOfòc -b NLca -b LMab) = Z7 
Lbc 2 -b 4 LA (Le + Jtfft + Niz) a: 4- 4L 2 A 2 = F, 

ed otteniamo per valore della y: 

y — ^2 L A — (La -b 6 -b Nc) =t Vf]- 

Cosi ad ogni valore dato ad x corrispondono per y due valori e quindi due 
punti della conica, e questi due punti sono reali o immaginari. Risulta poi 
dalla natura stessa della quantità sotto il radicale che tal conica ha due punti 
all’infinito, reali od immaginari, a seconda che la quantità U è positiva o ne¬ 
gativa. Nel primo caso la conica è un'iperbole, nel secondo una ellisse. 

Se poi è : U = o la conica ha un punto all’ infinito, per cui è parabola. 

91. Passiamo al sistema di coordinate baricentriche e consideriamo il cer¬ 
chio di centro Ojfo, p i? y t ) e raggio ll x . Sia M(oc, p, y) un punto qualunque 
di tal cerchio. 

Per avere la distanza del punto M dal centro O x , cioè la lunghezza di R x ap¬ 
plichiamo la (15) ed avremo: 

mo? = r* = — [a*(p—Pi)(r—rO+^Cr—rOC»—*i)+c ! («—^i)(P—Pi)] 

dalla quale, eliminando il denominatore abbiamo: 

(22) o* (P — p,) (y — Yi) + 6* (r'— fi) 0* — a i) + c * ( a — a i) (P — Pi) + R i t A* = °- 

Questa equazione è soddisfatta qualunque sia la posizione del punto M, ed è 
quindi Vequazione del cerchio di centro O x . 

La (22) mostra pure che è: 

O^M 2 — R l *=o 

e cioè che il cerchio è il luogo dei punti del piano la cui potenza è nulla . 

Il primo membro della precedente equazione rappresenta in valore assoluto il 
valore della potenza di M rispetto al cerchio O l . 

Se M non appartenesse al cerchio, la differenza: O x M 2 — R* non sarebbe nulla, 
ma rappresenterebbe ancora la potenza di tal punto rispetto al cerchio. Quindi 
per ottenere la potenza di un punto rispetto ad un cerchio basta sostituire nel 
primo membro della (22) le coordinate del punto alle coordinate correnti. 

L'equazione del cerchio può pure essere espressa in funzione delle potenze dei 
tre vertici del triangolo di riferimento, rispetto al cerchio . 
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Se con P lt Pj, P, indichiamo tali potenze, è: 

P, = Òrf — P, 2 , P* = OJtf — P, 2 , P 3 — Ò^ 2 — P, 2 . 

Moltiplichiamo queste tre uguaglianze rispettivamente per aA, (3A, yA e sommia¬ 
mo membro a membro. Avremo: 

(23) (aP, 4- PP* 4- yP 3 )A = Óil 2 . aA 4 Ó^B 2 . £A 4- Ó^C*. yA — P, 2 A 2 . 

Non ci resta ora che da determinare i valori di O t A 2 , C^P 2 , O x C 2 che sono i qua¬ 
drati delle distanze del centro O l dai tre vertici del triangolo di riferimento. 
A tale scopo conduciamo per O l la parallela O x P al lato CA. Si ha: 

AO 2 = Ò^P 2 4 IP — 2 0,P.4Pcos A 


ed essendo a, (3, y le coordinate di O x , ed essendo perciò: 


da cui: 

sarà: 


2y = c. 0 X P sen A, 2(3 = ò. AP sen A, 2A = òcsbn A 



e ^P=± 
A 


AO , 


— (h 2 r 2 + c 2 p 2 - 


■ 2òc(3y cos ^4). 


Essendo poi, come di solito : 2 6c cos 4 = fc 2 + c 2 4- a 2 , sostitnendo avremo : 
AO 2 = A [& 2 y 2 4- c 2 P 2 + (6 2 4 C 2 - a 2 ) py] 

ossia : 

= jr [( fe *T + (P ■4 y) - y]. 

Ora, poiché è ancora: (3 + y = A — a, sarà: 

lòi 8 = -P j\& 2 y — c 2 j3) A — a 2 py — 6 2 ya — c 2 ap] • 

Ugualmente sarà: 

B0 X == -i- £(c 2 a 4- a*y) A — a 2 (3y — ò 2 ya — c 2 a(3j 

c^ 2 = -ij- £(a*P 4 6 2 a) A — a 2 py — 6*ya — c 2 «§J. 

Sostituiamo questi valori nella (23) e confrontiamone il risultato coll’equazione 
che si ha sviluppando la (22), cioè coll’equazione: 

a 2 (3y 4- ò ? ya 4- c 2 a(3 = a(ò 2 y x 4- e 2 ^) 4- (3 (c 2 a t 4- a 2 fi,) 4- y (a% 4- 6 2 yi) 

— a 2 Pjyi — — c 2 **^ — P^A 2 . 

Si vede che i secondi membri sono identici, per cui tali saraìmo i primi, cioè : 
(*Pi 4- PP* 4- yP 3 ) A = a *$y 4- & 2 y* 4- c 2 a|3 
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(24) (aPj 4- SP 2 4- yP 3 ) (a 4- (5 — y) — a*j3y — 6*ya — c*a(3 = o 

equazione del cerchio in funzione delle potenze dei tre vertici del triangolo di rife¬ 
rimento rispetto ad esso. 

Se con x 01 y 01 z QÌ X 0 , (x 0 , v 0 indichiamo le coordinate trilineari e tripolari del 
centro del cerchio (a) (num. 14), la potenza di un punto rispetto al cerchio ha 
per espressione: 

J^oas 0 (X — X 0 ) 4- by 0 (|X — fi 0 ) 4- cz 0 (v — v 0 )J — r 2 . 

Consideriamo un secondo cerchio di raggio r' e sia TP l’angolo da esso fatto col 
cerchio di raggio r. Sarà: 

cos W= — * — (2 MM’ 4- 2 NN' — DL' — D'L). 

2 ir T i Tj 


Consideriamo tre punti di cui (X u [ij, v,),.... sono rispettivamente le coordinate 
tripolari. L’equazione del cerchio passante per essi può scriversi: 

X [x v 1 

Xi jii Vj 1 g 

X 2 p 2 v 2 1 

X 3 p, 3 v 3 1 

e se in particolare i tre punti sono i tre vertici del triangolo di riferimento, 
l’equazione del cerchio passante per essi, è: 

X |i v 1 

o c 2 b 2 1 

c* o a 2 1 — °- 

b 2 a 2 o 1 

Sviluppando ed indicando con P la potenza di un punto rispetto a questo cer¬ 
chio, avremo: 

R 

P - -(aX cos A 4- ò[i cos B + cv cos C -h abc) 

e le potenze ?» a, p 3 di un punto rispetto ai cerchi descritti sui Jati BC } CA, 
4# (juaji diametri, souo: 

A-l-OH-v-a*) P 2 = l(v + X-6 2 ) P 3 =i(v4-ti-c*). 

Consideriamo in particolare i punti di Brocard. Se uniamo i vertici B e O 
al primo punto Q, l’angolo formato da CQ con è n — C) quindi le potenze 
di un punto rispetto ai tre cerchi BCQ, CAQ, ABQ sono rispettivamente: 

P + 2Rx — , P + 2Ry—, p + 2Rz^- 
c a b 
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e questi tre cerchi sono rispettivamente tangenti in C, A, B ai tre lati CA, 
AB , BC. 

29. Ritorniamo alle coordinate cartesiane e consideriamo un cerchio ed una 
retta che lo interseca. Siano: 


x 2 + y % 4- r 2 , x cos a + y sen a — p = o 

le loro rispettive equazioni. Per ottenere le coordinate dei due punti d’interse¬ 
zione non abbiamo che da risolvere il sistema di queste due equazioni. 

Dalla prima abbiamo : 

y = \r 2 — x 2 

e dalla seconda: 

p — x cos a 


sen a 


per cui: 

e riducendo : 
da cui : 

avremo analogamente: 


y-j— 5 ^^-*cosa 


sen a 


x 2 — px cos a+ / — r 2 sen 2 a = o 
a cos a cos a \/r 2 — 2 ? 2 
2 / = p gen a ip cos a \/r 2 —£> 2 . 


Se è: ^>==r, i due valori di x diventano uguali: lo stesso succede di y. Quindi 
i due punti corrispondenti a tali valori coincidono e la retta è tangente al cerchio. 
Consideriamo le equazioni di due cerchi : 


F =- (x — o ) 2 + (y — ò ) 2 — r 2 = o F' = (x — a’) 2 + (y — ò') 2 — r' 2 = <>• 


Sottraendo queste due equazioni dopo aver moltiplicato la seconda per una quan¬ 
tità A, avremo: 


F — KF ' = o. 


Se supponiamo K = 1, l’equazione : 

F— F' = o 

essendo di primo grado rappresenta una retta passante pei punti comuni ai due 
cerchi, e questi punti potranno esser reali, coincidenti o immaginari : la retta è 
però sempre reale. Questa retta è Tosse radicale dei due cerchi e l’equazione pre¬ 
cedente mostra che se da un punto della retta che essa rappresenta conduciamo 
le tangenti ai due cerchi, queste tangenti sono uguali. 

Se anziché due, consideriamo tre cerchi: F — o, F' = o 1 F" = o, essi presi due 
a due determinano tre assi radicali: 

F—F' = o, F 1 — F" = o, F" — F=o 
che s’intersecano in uno stesso punto, centro radicale dei tre cerchi. 
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S© i centri dei tre cerchi sono in linea retta, gli assi radicali risultano paral¬ 
leli ed il centro radicale è all’infinito. 

23 . In coordinate baricentriche si determina ugualmente l’equazione del¬ 
l’ale radicale di due cerchi. Poniamo: 

aPj 4- fJP 2 4 - yP 3 == 8 a 2 (5y 4- ò 2 ya 4 - c 2 aj3 = T 
e consideriamo l’equazione (24) che quindi può scriversi: 

P—/SA = o. 

Insieme a questa consideriamo l’equazione (*) di un secondo cerchio 0 2 : 

P — S'b=:0. 


Uguagliando queste due equazioni e dividendo per A, che non è nullo, risulta: 

S-S' = o 

che è Vequazione delVasse radicale dei due cerchi . 

Se consideriamo tre cerchi O lf 0 2 , 0 3 di equazioni rispettive: 

P—PA = o, P — £A' = o, P—>SA" = o 

questi tre cerchi presi due a due hanno per assi radicali tre rette di cui le 
equazioni sono: 

8 — S' =o, 8 — £ " = o, 8 — 8" = o 

e quest’ultima retta passa pel punto comune alle due prime giacché le coordi¬ 
nate del punto d’intersezione soddisfano alla prima e seconda di queste equa¬ 
zioni e quindi anche alla terza. Quei tre assi radicali passano dunque per uno 
stesso punto, centro radicale di essi. 

Se ricorriamo al sistema tripolare , possiamo osservare che la tangente in A 
al circoncerchio è asse radicale di esso e del punto A . La distanza d di un 
punto a questa retta è: 


d = 


2 R 




essendo P la potenza del punto rispetto al oerchio, ed osservando che la distanza 
di 0 da questa retta è appunto il raggio P. 

Le altezze del triangolo sono assi radicali dei cerchi descritti pigliando per 
centri due vertici dei triangolo di riferimento, e passanti pel terzo vertice. 
Quindi la distanza d di un punto dall’altezza AX è: 

[i — V4-Ò 2 — c 2 
2 a 


d = 


(i) Il centro di Oi può dedursi da quello di O lt giacché si vede ohe le potenze dei vertici A , 
B, C rispetto a questi due cerchi sono ugnali e di segno contrario. I due cerchi O lt 0 % possano 
considerarsi come associati rispetto al oirooncerchio di ABC. I centri Oi, 0* sono simmetrici ri¬ 
spetto al cirooncentro 0 ed il raggio B % di 0 a si deduce dalla relazione : 

ò7P-r 1 > = p i =«,•- òTÀ*- 
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So in particolare consideriamo il cerchio passante per A e poi piedi delle biset¬ 
trici dell’angolo A , tal cerchio ha per equazione: 

Ò 2 |X = c 2 v 

e la tangente in A che come abbiamo visto è asse radicale del cerchio e di un 
punto di questo cerchio, ha per equazione: 

b 2 {i — c 2 v ^ 
b 2 — c 2 = * 

Come si sa, è questo uno dei cerchi d’Apollonio del triangolo. I tre cerchi d 1 Apol¬ 
lonio essendo ortogonali al circoncerchio, hanno lo stesso asse radicale di cui 
l’equazione è: 

a *\ ( b 2 — c 2 ) 4- (c 2 — a 2 ) -f- c 2 v (a 2 — ò 2 )=o 

essendo sempre X, |i, v le coordinate tripolari . 

94 . Cerchi radicali. Dati due cerchi O l e O t il luogo dei punti che hanno 

m 

rispetto ad essi potenze di valore costante: — è un cerchio. Se si suppone: 

n 

m = —- w, il luogo è quello dei punti le cui potenze rispetto ai due cerchi sono 
uguali e di segno contrario. 

Tal luogo è il cerchio radicale ( l ) dei due cerchi dati. 

Chiamiamo poi cerchio antiradicale il luogo dei punti le cui potenze rispetto ai 
cerchi dati sono l’una doppia dell’altra. Sia M un punto qualunque del pian<^ 
e Pj, P 2 le sqe potenze rispetto ai due cerchi O x e 0 2 . Sarà: 

Pi + P 2 = a 

Indichiamo con d XÌ d 2 le distanze di M dai due cerchi e con 8 la lunghezza 
Oj 0 2 . Avremo: 

d 2 + d 2 = R 2 + P 2 2 . 

Dunque il punto medio della retta 0 X 0 2 è il centro di questo terzo cerchio, ed 
il suo raggio R è dato dalla formula: 

tf = i-V2 -8?. 

È evidente che questo cerchio è reale se è: 

8<V2(P 1 2 —P 2 2 ) —8 2 . 

Se i due cerchi hanno due punti di potenza zero(^) cioè due punti in comune, 
il cerchio radicale passa per essi. Se sono tangenti esternamente il cerchio ra- 


( l ) Se un cerchio sega ortogonalnente tre cerchi dati, piglia nome di cerchio ortofonico . Qual¬ 
che volta ò pur chiamato cerchio radicale . 

( a ) Lo studio dei oerchl radioali ed antiradioali fu fatto da Iuah J. Dubak Lobioa nel loumal 
de Math. élémentairee , 1896-97. Ad esso può ricorrersi per maggiore estensione. 


“V 
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■dicale è interno al cerchio maggiore, è tangente ad essi nel loro punto di tan¬ 
genza ed il centro è sulla linea dei centri. E allora : 6 = E 1 4- P 2 e quindi la 
precedente espressione del raggio diventa: 

£ = y (£,-£«)• 

Se i due cerchi sono tangenti internamente, il cerchio radicale è tangente ad 
essi nel punto comune di tangenza ed il suo raggio è: 

(£. + **)• 

Se infine i due cerchi dati sono concentrici, il cerchio radicale è concentrico ad 
essi, per cui è: 5 = o, e quindi: 

w +*,*). 

Tanto se i due cerchi sono esterni che se sono interni, il loro cerchio radicale 
si determina mediante la seguente semplicissima costruzione: 
descriviamo un nuovo cerchio che seghi il primo in D ed E ed il secondo 
in D' ed E\ Le secanti DE , D'JE' si segano in un punto che appartiene al¬ 
l’asse radicale dei due cerchi. Sia P tal punto. Conduciamo da esso la tan¬ 
gente al cerchio O l , e con raggio uguale alla lunghezza di questa tangente e 
con centro in O l descriviamo 41 cerchio. Dal punto medio N di O ì O t condu¬ 
ciamo la tangente, reale o immaginaria, a quest’ultimo cerchio : la lunghezza di 
questa tangente è il raggio del cerchio radicale cercato. 

Si vede che se i due cerchi dati sono ortogonali, il cerchio radicale passa pei 
loro centri, e reciprocamente. 


Siano : 


(26) 


cc 2 -4- y % + 2 Ax 


2 13y -j~ C/ = o 
- 2 JB'y -h (7 f =o 


y % -K 2 A'x 

le equazioni dei due cerchi O x e O v L’equazione del loro cerchio radicale è: 

X* + y* + (A + A') x + (£ + B-) y + -i (<7+ C’) = o. 

Assumiamo la linea dei centri 0 x O % per asse delle x ed il centro di uno dei 
cerchi per origine delle coordinate. L’equazione precedente diventa allora: 


(-1)' 


f **= 


2 (-?,*■ 


da cui deduciamo che è: 

8 < V2 

Se le equazioni dei due cerchi sono in coordinate baricentriche sotto la forma : 
Sa. S 1% — Sa*(3y = o ) Sa. SZ'a — Sa 2 (3y = o 
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il cerchio radicale ha per equazione: 

2* • S (l + V) a - 2 2**Pr = °- 

Reciprocamente dati il cerchio 0 L ed il cerchio radicale 0 si può dedurne il 
cerchio 0* che è Vantiradicale di 0 1 rispetto ad 0. Il suo centro si otterràfpi- 
gliando per distanza: 00 2 = 0 ( 0, ed il suo raggio E t sarà dato dalla formula 
seguente : 

R t = V2 + $*) — A* 

essendo : 8 = 0 X 0. Se è : 



il cerchio 0 2 è reale; se è: 

2 (i2*-f-3*) — #!* = <> 
tal cerchio si riduce ad un punto. 

Se i due cerchi sono rappresentati dalle (26), il cerchio antiradicale di O ì rispetto 
ad 0 2 ha per equazione: 

x* -}- y 1 4 - 2 (2 A’ — A) x 4 - 2 (2 J5 1 — -S) y 2 C' — C=o. 

Se ass umiam o per coordinate quelle baricentriche e pigliamo a rappresentare i due 
cerchi O t e O t le due equazioni: 

(oc + p + y) (ix +pp 5 y) — «*Py — — c * a P “ 0 

(a + P + Y) ( z ' a + ?'r) — — fe **Y — C * X P = 0 

il loro cerchio antiradicale ha per equazione: 

(« + P + Y) K 2 V - 0 « + (2p' - i>) P + (2 q‘ - q) f] - u’PY - ~ = o. 

SA. Incerchio ed excerchi. Le coordinate trilineari dell’incentro I sono: 
x = y = z ì per cui le (21) del num. 20 diventano: 

Nb 4~ Me = Le 4- Na = Ma 4- U> 

e se poniamo: 

Nb + Me = Le 4 - Na = il/a 4 - Z/ò = r 

abbiamo : 

il/ N _ r N L r L ^ M ^ r 

b c òc ’ c a ca ’ a 6 aò 

Sommando le due ultime e sottraendone la prima si ha: 


Si ottiene ugualmente: 




c 4” a — 6 



a 4- 6 — c 
ab 
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Abbiamo dunque: 


L\ M\N- 


b -f- e — a 
bc 


ca 


■ b # a 4" b — c 
’ ab 


che possiamo pure scrivere: 

A B C 

L\M\N= cos* — *. cos* — *. cos* — • 

2 2 2 ~ 

Ij incerchio è dunque rappresentato dall’equazione : 

ABC 
x cos* — -h y cos* — + * cos* — = o. 

2 2 2 

In quanto ai tre excerchi, poiché le coordinate dei loro centri l a , J&, I e sono ri¬ 
spettivamente : 

— se = 2/ = x = — y = z, X = y = — z 

i cerchi hanno rispettivamente per equazione: 

. A B , C 

— SC cos* — H- y cos* — H- « cos* — = o 
2 2 2 


2C COS T 


A 


— y cos* — -+- z cos* — —o 


. ^ , 5 . (7 

x cos* — + ?/ cos* —-z cos* — = o 

2 2 2 


Cerchio di Feuerbach. Esso passa pei punti medi dei lati del triangolo- 
ABC, e poiché le coordinate di tali punti sono rispettivamente: 



l’equazione (S) del num. 20 deve esser verificata dalle coordinate di ciascuno di 
essi, per cui abbiamo le tre condizioni: 


cm 4- bn = 


2 ’ 


cl -f- an= — , 


dalle quali otteniamo per l, m, n i valori: 




— a* -h b 2 -h c* 
4òc 


ò* 


4 ac 


bl- 


• am s 


c 

2 " 


n = 


a* 4- 6* — c* 
4aò 


Sostituendo questi valori nella (2) del num. 20 otteniamo l’equazione del cer¬ 
chio di Feuerbach. 

Cerchi di Schoute (in, num. 21). Sia M un punto del piano del triangolo 
ABC tale che il triangolo determinato dalle proiezioni ortogonali di esso sui lati, 
del triangolo fondamentale abbia un dato angolo di Brocard (ù v II luogo geo¬ 
metrico di questo punto è un cerchio chiamato cerchio di Schoute. ( l ) 


Professore in Groninga. 
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Siano M ai M b , M c le proiezioni ortogonali di M sui lati BC, CA , AB. 

Se con Z 0 , l b1 l e indichiamo i lati del triangolo M a M b M 0 e con A m la sua area è: 


-ed è: 


2 & m = yz sen A 4- scs sen 2? 4- scy sen (7 4 


4 = y 2 4- « 2 4- 2 2 /z cos il, Z 6 = g 2 4- se 2 4- 2 ssc cos Z<, = se 2 4- J/ 2 4- 2 sey cos (7 
« ricordando che pel triangolo fondamentale è: 

a 2 + & 2 — c 2 

CQtgO>= -—r- 


per l’angolo ìù 1 sar^ analogamente: 


cotg (Di = 


4* 4- 4 2 4- Ze 2 


ossia: 


cotg (*>! = 


x z 


4A W 

ys cos A 4- s# cos J3 4- scj/ cos £7 


yz sen A + zx sen jB 4- ac^ sen C 
Avremo dunque per equazione del luogo geometrico (*) del punto M 

se 2 4- y 2 4- z 2 4- yz cos 4 4- «a cos jB 4- «2/ cos O — cotg tDx {yz sen A 
4- zx sen B 4- xy sen C) = o 


equazione generale dei cerchi di Scjhoutb. 

Le coordinate (cc, y, z) del suo centro sono date dalle espressioni: 

^ sen A 4- X cos A n sen JB 4- X cos B ^ sen C 4- X cos C 

x = R —r-———-, y = R _ — , z~R : rr—r-— -——7- 

X 4- cotg co A4- cotg te X 4- cotg w 


ed il raggio p di tal cerchio è: 

0 sen 2 (o (1 — 4 sen 2 w,) 

p 2 = R 2 —tt .— oy .— A 

sen 2 (o) 4- wj 

od anche: 

—3 

P = ---- 1 

X-hcotgco 

^essendo R il raggio del circoncerchio di ABC. 

L’equazione generale dei cerchi di Sohoute può scriversi: 

Scc 2 4- Sys cos A — XLyz sen A = o. ^ 

Se in questa equazione facciamo : X = cotg (o, otteniamo l’equazione del cerchio \ 
di Brooard. 

>Se facciamo: X = — cotg co otteniamo la reita di Lemoine. 

.Se X = cc, otteniamo il circoncerchio di ABC. 

Se poi è : X = V 3 si hanno i due centri isodinamici. H 

' Quando fosse : X = o, il cerchio sarebbe immaginario. ■ 

(i) Veggasi Vigarié, Lo» circulo» de Schoute - El Progr. Math pag. UO. I 
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Coll’aiuto di quanto procede si può dimostrare che: 

La retta di Lemoine è asse radicale comune dei cerchi di Schoutr. Il luogo 
dei centri dei cerchi di Schoute è una rètta perpendicolare alla retta di Le¬ 
moine, che passa pel punto di Lemoine, pel circoncentro 0 del triangolo fon¬ 
damentale e pei centri isodinamici. È dunque il diametro di Brooard. 

$6. Cerchi di JTeuberg {N ay N by N c ) (III, num. 16). Servendoci delle. 
coordinate cartesiane determiniamo l’equazione dei cerchi di Neuberg. Come si 
è già visto essi sono il luogo dei vertici liberi dei triangoli costruiti sui lati di 
ABC ed aventi ugual angolo di Brocard co di esso. 

Ì1 cerchio che è luogo del vertice N a ha dunque per equazione: 

B 

a 2 + y % — ay cotg co + 

4 

assumendo per assi coordinati il lato BC del triangolo fondamentale e la per¬ 
pendicolare condotta pel punto medio A 1 di esso. 

Ball’equazione precedente deduciamo: 

(a) A'N a = 4“ a cotg co, B'N b = ì b cotg co, C'N e = c cotg co 
2 2 2 

BN a O = CNbA = AN C B = 2 W 

CBN a = ~n — co. 

2 


Se indichiamo con p a il raggio del cérchio N ay è: 

Pa — ■“ a yj cotg 2 co — 3. 

Analogamente pei cerchi N b ed N c : 

pb = Y b Vcotg 2 co — 3 , p e = -i c Vcotg 2 co — 3 . 

Balle (a) ricaviamo: 

ON a == A'N a — A'0±= a (cotg co — 4 cotg (cotg B -f- cotg C} 

2 2 

a sen A a z 


Si ha quindi: 


od anche: 


2 sen B sen C é A 
ON a ON b ON e 


= Cotg co 


ON a . ON b .ON 0 = R\ 


Se vogliamo l’equazione del cerchio N a in funzione delle coordinate baricen¬ 
triche, osserviamo che le tangenti condotte da B e O a questo cerchio sono uguali 
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al lato BO, cioè che il cerchio N a sega ortogonalmente i cerchi descritti con 
centri B e C e raggio BC. 

Quindi liquazione ( l ) del cerchio N a è : 

a 2 (P 4- Y) (* 4- P 4- Y) — (« 2 fty 4- & 2 Y a 4- c * a P) = 0 
giacché nell’equazione (24), che è l’equazione generale, i coefficenti P 1 , P 2 , P z 
non sono che le potenze dei vertici del triangolo di riferimento rispetto al cer¬ 
chio in parola. 

27. Cerchi di Tdcker. H triangolo fondamentale ABC ed il triangolo 
T Ì T Ì T Z formato dalle tangenti al circoncerchio nei tre vertici del primo, hanno 
il punto di Lemoine K per centro di similitudine. I sei punti D } D\ E -, E\ 
P, P (fig. 73) in cui i lati del triangolo T x T t T z intersecano i lati del triangolo 
fondamentale ABC sono su di uno stesso cerchio il cui centro è il punto medio 
O f della retta che unisce il circoncentro 0 di ABC al circoncentro O ì di T x T t T z . 
I due triangoli T ì T i T z , ABC sono dunque omotetici rispetto al punto di Le¬ 
moine jBT, ed i lati del primo di questi triangoli possono rappresentarsi in coor¬ 
dinate baricentriche mediante le equazioni: 

a = Xa 2 , p = Xò 2 , Y = ^ 2 
indicando con X la relazione: 

m 

ifZ(a 2 + 6* + c*)‘ 

Poiché la somma delle tre coordinate assolute di un punto è uguale all’unità, 
pel punto D\ ad esempio, avremo: 


a = o, p = Xò 2 , y = 1 — 

e pel punto D: 

a = o, p = X — X c 2 , y = Jc2 - 

Osservando che queste coordinate verificano l’equazione di un cerchio: 
a 2 Py è 2 ya -f- c 2 ap -b (x 4- P 4- Y) 4- Pp 4- Cy) = o 

si ha: 

P = — c 2 a 2 X (1 — Xò 2 ), C= — o 2 ò 2 X (1 — Xc 2 ). 
Analogamente è: 

A = — 6 2 c 2 X (1 — Xa 2 ). 

L 1 equazione del cerchio di Tuoker può dunque scriversi: 


Le coordinate del suo centro sono: 


x = p cos (A — <p) y = p cos ( B — tp) z = p cos (C — tp) 


(*) A. Gob, Sur le» ceràie» de Neuberg. 
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ricordando che tal centro è il punto medio del segmento che unisce il circon¬ 
centro di ABC al circoncentro di 
Le coordinate del vertice T Xì ad esempio, sono: 


x = 2 A 


1 — X (b 2 + c 2 ) 


y s=a 2 A . Ib, z = 2 A . X c. 


Analogamente pei vertici P 2 e 2 T S . 

L’area A« del triangolo T x T 2 T 3 è data dalla relazione: 


A t = [A(l -X)(a 2 4-é* + c*)]*. 

* 9 . Cerchio di Brocard (in, num. 6 ). Come si è visto i sette punti K, 
0 » , -Si , C YÌ Q, Q f sono su di uno stesso cerchio detto cerchio di Brocard. 
Poiché già conosciamo le coordinate di tali punti possiamo scrivere l’equazione 
del cerchio passante per essi, che è: 


a?yz 4 - b*zx 4 - c 2 xy — abc ( x 2 4 - y 2 4- z 2 ) == o. 
Le coordinate del centro poi sono: 


— R (sen A tg co 4 - cos A\ ecc. 

Cerchio di Longohamps (III, num. 18). L’equazione di questo cerchio è: 
{a 2 oc -+- 4- c*y) A — (a 2 Py 4 - b 2 ay 4 - c 2 aji) =» o. 


Punti ciclici. Chiamansi punti ciclici od anche ombelici del piano i punti che 
sono all’ intersezione di un cerchio qualunque : 


(a 4- p 4- y) (-Pi* 4- P 3 p 4 - P 3 y) — S« 2 (3y = o 


con la retta all’ infinito : a 4 - ? 4 - Y = 

Essi sono dunque i punti all’ infinito del cerchio considerato e sono immaginari. 
Le due equazioni da combinare per la loro determinazione sono dunque le se¬ 
guenti : 

Y = °ì «1+ p 4- Y = 0 


e poiché essi non dipendono da P n P 8 , P 3 , sono gli stessi per tutti i cerchi. 
Per ottenere le coordinate di questi punti basta risolvere le due precedenti equa¬ 
zioni. Eliminando y si ha: 


da cui ricaviamo: 


Si avrà ugualmente : 


a 2 P e 4-2 ab cos C. P a 4- b 2 oc 2 = o 

— = — — (cos C do i sen C), 

oc a 

— = — — (cos B it i sen B). 

oc a 
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Associando i segni in modo che sia sempre : x -4- (3 -f- y = o, si ha : 

« P _ — _r_ 

— a o (cos C =t i sen C) c (cos B±i sen B) 

Unendo un punto qualunque del piano ai due punti ciclici si ottengono due 
rette dette isotrope. Le equazioni ultime rappresentano appunto le rette isotrope 
condotte da A, B , C. 

29. Iperbole di nove punii. Si è visto (Nota II) che se sui lati del trian¬ 
golo fondamentale ABC costruiamo i triangoli isosceli simili BCL, CAM , ABN 
aventi lo stesso angolo 0 alla base, il luogo dei punti d 7 intersezione (*) delle 
rette AX, BM, CN è Viperbole di Kiepert. Il triangolo LMN è il triangolo 
di Kiepert. I punti ( 2 ) D , 6r, Z\ H formano un trapezio le cui basi DE , GZ 
sono parallele alla retta OK. A questo trapezio è circoscritta l 7 iperbole dei nove 
punti. Il suo centro W è all 7 intersezione della retta ED colla retta F l F 2 che 
unisce i punti medi delle basi del trapezio, e la direzione di quest 7 ultima retta 
è coniugata alla direzione delle corde parallele DE e GZ dell’iperbole T e passa 
pel punto medio S di £22 f , pel centro W e pel centro 0 9 del cerchio di Feuer¬ 
bach di ABC. È poi: 2 F 2 8 = F X F V 

Per determinare l’equazione dell 7 iperbole T cominciamo col ricordare che essa è 
circoscritta al triangolo fondamentale, per cui la sua equazione è della forma: 

X(5y -b Mtxrf -b JVaf} = o, 
che passa pei punti G e D f per cui : 

La + Mb -f - Nc = o. Là 8 -b Mb % -b Nc z o, 


e quindi l’equazione ( 3 ) di essa può scriversi : 

(27) (ò 2 — c 2 ) òc^y + (c 2 — a 2 ) acxy -b (a 2 — ò 2 ) aòa(3 — o. 

equazione che può pure mettersi in funzione degli angoli del triangolo di rifa- 
mento : 


~ sen (B — C) -b ì sen ( C — B) -b y sen (A — B) = o. 

Per determinarne il cèntro W basta ricorrere alle equazioni: 

(c 2 — a l ) cy -b (a 2 — ò 2 ) 6(3 = (< b 2 — c 2 ) cy -b (a 2 — Ò 2 ) ax = (ò 2 — c 2 )ò[5 -b (c 2 — a 2 ) ax 


che può scriversi semplicemente: 

Fx 0 _ F'$ 0 _ F'y Q 
a b c 


(>) Le coordinate normali di ano di tali punti sono: 

1 1 1 
sen (A — tt) 1 sen (B — 0) 1 sen (U — 0) 
( 2 ) Veggansi le Notazioni. 

( s ) Brocard, Iournal de Math . Spedala, 1884. 
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La polare dèi punto (a 0 , [ 3 0 , Yo) P 61 * equazione: 

a^*a 0 4- p^'Po + YjF'Yo =o 

e la polare del punto 



ha dunque per equazione: 

aa(c 4 — ò 4 H- a 2 ò* — a 2 c 2 ) 4 - òjJ (a 4 — c 4 4- & 2 c* — a 2 6 2 ) 4 - cy (& 4 — a 4 4- a’c 2 — c 2 ò*)s=o. 

Questa equazione essendo verificata dalle coordinate dei punti 0, G } 27, rappre¬ 
senta la retta (2027. Se ne deduce che la tangente in G alla conica è la retta 
GK e la tangente in 27 è la retta HK. 

Ricorrendo alle coordinate cartesiane ed assumendo per assi coordinati gli assi 
dell’eZZme di Steiner, l’equazione dell’iperbole T assume la forma: 

còy 4 - Ax + By = o 

ma siccome questa equazione è pur verificata dalle coordinate (a^, y x ), (x %) t/ 2 ), 
(x Z) y z ) dei tre vertici A, 2 ?, C del triangolo fondamentale, si ha: 

x x y x 4- A x x 4- B x y = o, x z y z 4- A % x 4- B % y = o, x z y z 4 - A z x 4 - B z y = o 
e sommando, ed osservando che è: 

x i 4- x t 4- x 3 = o, 2 /i 4- 2 /* 4* = 0 

si ottiene: 

X ll/l ” 1 ” “ 1 “ X 3Ì/z ==s 0’ 

Passando dal precedente al sistema di coordinate potori , si ha : 

p ! 2 sen 2 (Oj 4 - p * 2 sen 2 w* 4 * p 3 2 sen 2 co 3 = 0 

ed anche: 

Pi __ fa ==s _P3_ 

sen (co, — ( 1 ) 3 ) sen (co 3 — Wi) sen (< 0 i — co 2 ) 

Servendoci ancora del sistema cartesiano cerchiamo l’equazione del parametro 
dèlViperboledi Kiepert. A tale scopo basta formare l’equazione dell’iperbole pas¬ 
sante pei punti A, 27, <7, G , formare poi le equazioni dei due asintoti e calcolare 
le distanze di uno dei suddetti punti 'dagli asintoti. Il prodotto di queste distanze, 
che dovrà mantenersi costante, rappresenterà il quadrato del parametro cercato. 
Assumiamo per asse delle ascisse il lato BC e per origine il punto medio A' 
di questo lato. L’asse delle ordinate sia ortogonale ad esso. L’equazione gene¬ 
rale delle iperboli passanti pei punti B e C è : 

0 _ _ a % 

x % 4- B x xy — y 2 4 - E x y -— = o. 

Evidentemente quest’equazione sarà pure verificata dalle coordinate di A, cioè : 


a 


b cos O — 


a 

¥ ’ 


y = b sen C 


18 
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e da quelle del punto G, cioè: 


V = -g- b sen C. 


*=1(6 008 (3'- I), 

Le due equazioni cosi formate, danno: 

a 2 / a \ 2 

— — f ò cos C — — J H- d 2 sen C7 — a 2 




b sen C* 




6 sen C 


(fccosC-l) 


e poiché è: (*) 

6 cos C = a ? + 6 2 — c 2 , 2 sen C= w 4 —jp*, ecc. 


si ottiene : ( 2 ) 

^ 2 a 3 ^ 2 (n 4 — p 4 — a 4 ~b è 2 c 2 ) 

w 4 — jp 4 (ò 2 — c 2 ) \/2 w 4 —p 4 

Gli asintoti dell’iperbole hanno per equazioni: 

(a) J/ — 2 /i = m f (a — ac x ), y — yi = m" (x — a^) 

essendo x lf y x le coordinate del centro dell’iperbole ed m\ m M le radici della 
equazione : 

A % — B x A — l^o, 


a 

Le coordinate del vertice B del triangolo sono : cc = -— , y = o e se indichiamo 

2i 


con d lt d 2 le distanze di esso dagli asintoti (a), si ha per prodotto di tali di¬ 
stanze, cioè per quadrato del parametro: 


d>y(L<l 

da cui ricaviamo: 


o ~ . 1 „ 1,1 

V\ — B l x l y l —*,’ + «*, + - 5 - B x ay, — r « • ~F ■— : 

2 4 Y4 — B? 


d| — 


(c 2 — a 2 ) (a 2 — ò 2 ) ( 6 » — c») V 2 n 4 — p 4 
16 (p* — n 4 ) Vi 5 4 — n * 


che è funzione simmetrica dei tre lati del triangolo. 

Se il triangolo è isoscele, il parametro è evidentemente nullo. 

Come si è già detto (Nota II) il punto di Tàrry N (III, num. 28) è sul- 
l’iperbole r ed è diametralmente opposto all’ortocentro JET. Determiniamone le 
sue coordinate. 

Poiché esso appartiene pure al circoncerchio di ABC, essendo il punto N uno 
dei quattro punti in cui il circoncerchio incontra l’iperbole (Nota II) le coor- 


( 1 ) Vegg. Notazioni . 

( a ) Bbocard, Memoria citata . 
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dinate di N si otterranno combinando l’equazione dell’iperbole r ? che è la (27), 
coll’equazione del circoncerchio, cioè: 

apy 4 - òajì 4 - cya = o. 

Eliminiamo in queste equazioni il termine ajì. Avremo: 

(b 2 — c 2 ) òc 2 [ly 4 - (c 2 — a 2 ) ac 2 ay = ( a 2 — 6 2 ) ab (ajìy — bay). 

Quest’equazione è decomponibile in due altre, cioè nell’equazione: y = o, che 
rappresenta il lato AB del triangolo fondamentale, e nell’equazione: 

ax(b 4 4 - c 4 — a 2 b % — a 2 c 2 ) 4 - òy ( 6 *c 2 4 - a 2 b 2 — a 4 — c 4 ) == o 

che rappresenta la retta CN. Le coordinate del punto N soddisfano dunque alle 
relazioni : 

a% (n 4 4 - p 4 -f a 4 — b 2 c 2 ) = 6(3 (n 4 — p 4 4 - b 4 — a 2 c 2 ) = cy (n 4 — p 4 4 - c 4 — a 2 b 2 ). 

Le coordinate baricentriche di N son dunque rispettivamente proporzionali alle 
quantità: 

1 1 1 

ò 4 4 - c 4 — a 2 (b 2 4 - c 2 ) ’ c 4 4 - a 4 — b 2 (c 2 4 - a 2 ) 1 a 4 4 - b 4 — c 2 (a 2 4 - b 2 ) ' 

In quanto alle coordinate trilineari , osserviamo che N è il punto di concorso 
delle perpendicolari calate dai vertici del triangolo fondamentale ABC sui lati 
del primo triangolo di Brooard. Le sue coordinate soddisfano dunque alla re¬ 
lazione : 

i l 1 

x * y * z= - - -*-*-- 

cos (A 4 - co) * cos (J5 4 - (o) * cos (C 4 - w) 

SO. Parabole di Artz. ( l ) Consideriamo la parabola che corrisponde al ver¬ 
tice A ed indichiamo con AL, AL' le due bisettrici dell’angolo A del triangolo 
fondamentale. Come si sa queste bisettrici sono due tangenti alla parabola. 
Questa parabola è poi anche tangente a due rette OJB', 0 9 C' ugualmente incli¬ 
nate sulle precedenti, ed ammette la mediana A A' quale direttrice. 

Assumiamo quali assi coordinati ortogonali appunto le due bisettrici AL, AL'* 
La parabola tangente ad essi ha per equazione: 

Xxy 4 - (y — ex — df = o 
essendo: X = 4c. Da questa equazione deduciamo: 

( y — ex) 2 = 2 d (y — ex) — d l . 

Ma la parabola è pur tangente alle due rette di equazioni: 

y = mx 4- w, y = — mx 4- n' 

e quindi si ha: 

dm — en = mn dm 4 - cn' = mn ', 

0) Per la saa definizione ed alcune loro proprietà reggasi la nota II. 
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per coi: 


, A * 
y=x cotg —- -, 


A c 

y = — X cotg — H - J 

2seu T 


e la parabola ha cosi per equazione (*) : 
/ c + ò A A \* 

cotg T*j + ;— 


(c — 6) sen 


/ c + 6 4 \ 

__o«g T xj 


(c b) 2 sen* — = o. 

2ì 

Ora noi sappiamo che se una parabola ha l’equazione della forma: 

(6) (.Ax 4 - By) 2 = Dx 4- Ey 4- F 

A 

il suo asse ha per coefficente angolare: — —, e cosi la direttrice della parabola 
di Artz ha per equazione: 

c — b A 

e quindi questa direttice, come già abbiamo detto, coincide colla mediana AA' 
del triangolo fondamentale. 

Il parametro di questa parabola può dedursi dalla (ò), ricorrendo alla formula: 

AE — BD 


(A 2 4 - B 2 ) * 


e si ha: 


2 Pl =éà 


ò 8 —c* 


SI. Ellisse di Brocard. I punti di Brocjard Q, Q' sono come già si è vi¬ 
sto (Nota II), fuochi di una ellisse inscritta nel triangolo ABC e tangente ai lati 
di questo nei piedi delle simediane dei triangoli BGC\ BGAj AGB . 

Essendo m aì m b} m e le mediane deb triangolo ABC\ l’equazione di questa ellisse 
può scriversi : 




Ellisse U. Questa ellisse fu studiata dal De Longchamps che ne dà la se¬ 
guente equazione baricentrica. 

8 Sa* = 112af3. 

{•*) Vegg. Bhocabd, Sur V Hiperb. de» neuf point». 
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Questa ellisse ha per centro il baricentro G del triangolo fondamentale ABC, 
passa pei baricentri dei tre triangoli ABG, BCG , ACG comuni col primo gruppo 
di parabole di Artz, e se con t l , t % indichiamo i semiassi di questa ellisse, è: 

Ellisse K, Ha il punto di Lemoine per centro e tocca i lati del triangolo 
fondamentale ABC al quale è inscritta nei piedi delle altezze. Ha per equazione: 

JL I 1 

(ac cos A) * -j- (y cos B) * -f- (z cos C) * = o. 

Ellisse di Simson. È anch’essa inscritta nel triangolo fondamentale ABC y 
è tangente ai lati di questo nei piedi delle rette che uniscono i tre vertici al 
primo centro isogonico, ed ha questo ed il primo centro isodinamico di AB O 
per fuochi. La sua equazione è: 

[acsen (A 4-60°)]* 4 - [y sen (£ + 60°)]* 4 - [ z sen ((74-60°)]* = o. 

Iperbole di Jórabek. Questa iperbole è il luogo dei centri d’omologia di ABC 
e del triangolo i cui lati sono paralleli alle rette che uniscono due a due i 
piedi delle altezze di ABC ed i cui vertici sono sulle simediane. Essa ha per 
equazione: 


2 (&* — c 4 ) cos A _^ 

x 


oppure : 


( 6 * — c 4 ) sen 2 A ^ 


Parabola di Kiepert . Gli assi d’omologia dei triangoli di Kiepert LMN 
(num. 29) e del triangolo fondamentale ABC inviluppano una paràbola detta 
di Kiepbrt. La sua equazione è: 


Va ( 6 * — c*) + V? (c* — a*) + Vy (a* — W) = o. 

Parabole di Mandart (M ai M b , M c ). L’equazione di una di queste parabole, 
ad esempio della parabola M a , è : 

a 2 (b — c ) 2 4 - & 2 (3 2 4 - c 2 ^ 4 4 - 2 b (6 — c) a(3 — 2 c (6 — c) ay 4-2 bcPy = o. 

Coniche di Simson . Se M è un punto del piano del triangolo ABC tale che 
le perpendicolari calate da A su BM, da B su CM \ da C su AM concorrono 
in uno stesso punto M Ì 1 i due punti M ed M' appartengono a due coniche aventi 
rispettivamente per equazioni: 

yz cos B sen (74- «se cos C sen A 4- xy cos A sen B = o 
yz sen B cos (74- «« sen C cos A 4 - art/ sen A cos B = o. 

Queste coniche passano pel punto di Tarry. 
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ESERCIZI 


1. Dimostrare che il luogo dei vertici opposti dei triangoli aventi un lato 
in comune e pei quali è costante la somma dei quadrati degli altri due lati è 
un cerchio il cui centro è il punto medio del lato comune. 

». H luogo dei vertici opposti dei triangoli che hanno un lato in comune 
e pei quali è costante la differenza dei quadrati degli altri due lati è una retta 
perpendicolare al lato comune. 

9. Costruire il triangolo di cui è dato il lato BC, il raggio R del circon¬ 
cerchio ed il rapporto degli altri due lati. 

4. Costruire il triangolo di cui è noto il lato BC\ il raggio R del circon¬ 
cerchio e la bisettrice AL. 

5. Dato il lato BC, il raggio R del circoncerchio ed il prodotto delle di¬ 
stanze del vertice C dall’incontro I e dall’excentro I a , costruire il triangolo. 

6. Costruire il triangolo di cui è data la distanza dell’excentro I a dal cen¬ 
tro 0 9 del cerchio di Feuerbach, il raggio R del circoncerchio ed il lato BC. 

I. Costruire il triangolo di cui si conosce il raggio R del circoncerchio, 
l’angolo in A e la distanza del vertice C dal baricentro O. 

9. Costruire il triangolo di cui è noto l’angolo in A la distanza dal vertice 
A dall’ortocentro H e la distanza dal lato BC del baricentro G. 

9 . Conoscendo le lunghezze II a , I b I 0 e l’angolo B costruire il triangolo. 

Indicando con M il punto medio dell'arco sotteso da BC, è: MC=jlI a ; ed essendo M ' il ponto 
diametralmente opposto ad M, è: M'C= jI b I 0 . Dal triangolo rettangolo M'MC si ha: M3P — 2 E, 
per cui è: j MM' = E. 

Per determinare ora BC, descrivo il cerchio di oentro O e raggio OM\ poi un secondo oerohio di 
oentro 0 e raggio OC. Questi due cerchi si segano in due punti B e C. Si conosce cosi E e BC. 
Col vertice in B costruiamo ora l'angolo B: il lato BA determina il vertice A. 

10. Costruire il triangolo di cui è nota la distanza I b I c , il raggio r 9 del 
cerchio di Feuerbach e la distanza del baricentro Gr dal lato BC. 
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11. Dimostrare che essendo M il ponto medio dell’arco sotteso dal lato BC 
del triangolo ABC e D il punto di contatto dell’incerchio con questo lato, è: 

MD 2 =* R(r a — r) — rr a . 


12 . Dimostrare che nel triangolo ABC una bisettrice interna ed i due seg¬ 
menti su di essa determinati dall’incentro, sono direttamente proporzionali alla 
somma dei tre lati del triangolo, alla somma dei due lati adiacenti ed al lato 
opposto. 


Essendo AL la bisettrice che si considera, i dne triangoli AGL, ABL , poiché sìmili, danno: 

, AI : IL AC : CL =* AB : BL % 

da cui rioavasi: 


e quindi: 


AI+ IL : AI: IL = AC + CL :AC: CL ^ 

= AB+BL:AB:BL 

= AC-\- CL + AB+ BL:AC+AB:CL + BL 
AL:AI:IL = b + c + a:b + c:a. 


13. Dimostrare che una bisettice interna del triangolo ABC ed i segment 1 
che in essa determina l’excerchio relativo al lato opposto sono direttamente pro¬ 
porzionali alla somma dei due lati adiacenti meno il terzo lato, alla somma dei 
due lati adiacenti e al lato opposto. 


I due triangoli ACL , ABL essendo simili danno: 

AI a : LI m = AC: CL = AB : BL 

da cui : 


per cui: 


Ala — LI a ' AI**LI b = AC-CL:AC:CL 
— AB — BL : AB : BL 

= AC-CL + AB-BL.AO+AB: CL- BL 
AL : Ala : L/ 0 = b -f- C — a : b -f- C : o. 


11. Costruire il triangolo ABC conoscendone il raggio r 9 del suo cerchio di 
Feuerbach, la somma r b -4- r c dei raggi di due excerchi ed il prodotto delle di¬ 
stanze del vertice C dall’incentro I e dall’excentro I a . 

13. Costruire il triangolo conoscendo la distanza dei punti di contatto della 
base dall’ incentro I e dall’excentro I a e l’angolo formato dalla mediana m a col 
lato AC. 


Le relazioni: R = 20 9 A', A'M' = 2-(r& — r c ) ci danno B ed A'M . Ma è: A'iT — R=04', per oui 
determinato BC come nell'esercizio 9, saranno noti BC ed R, eoo. 


16 . Dimostrare che nel triangolo ABC i due lati b e c stanno fra di loro 
come i segmenti determinati sul terzo lato dalla bisettrice dell’angolo opposto a 
questo. 

IT. Dimostrare che nel triangolo ABC è: 

1° I a I b . Ala = Iole (r a H- r b ) I a I b . Bla — lai (*a + **). 

2 a I a I-r b = I b I c (p~-c) I a I . r 0 ssa I b Ii (p — 6). 


18 . Costruire il triangolo ABC dati il lato BC Ì il raggio 22 del circoncer- 
chio ed il rapporto delle proiezioni dei lati c e 6 sul lato BC. 
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19 . Costruire il triangolo ABC dati il lato a, il raggio R del circoncerchio 
-e la distanza del vertice C dal baricentro G. 

90 . Conoscendo il lato J?(7, la distanza fra gli excentri I b ed I e e l’altezza 
AX Xì costruire il triangolo. 

91 . Costruire il triangolo ABC di cui è nota la base BC la differenza 
(r a -b r b +r c ) — r fra i raggi dei cerchi tangenti ai tre lati, e la distanza del 
baricentro G dal lato BC. 

99 . Costruire il triangolo di cui è noto un angolo, l’altezza corrispondente 
ad esso ed il raggio del suo cerchio di Feuerbach. 

93 . Costruire il triangolo di cui è nota la distanza ll a , il raggio r 9 del suo cer¬ 
chiò di Feuerbach, la sómma r b -f- r c ed il prodotto delle distanze di C da I ed J a 

94. Costruire il triangolo di cui son note le tre mediane. 

95. Costruire il triangolo ABC conoscendo la somma e differenza dei qua¬ 
drati dei due lati b e c e la proiezione della mediana m a sul lato a. 

26. Costruire il triangolo di cui sono date le tre altezze. 

97 . Costruire il triangolo ABC conoscendone l’altezza AX , la proiezione di. 
c su a e la proiezione di a su c. 

98. Costruire il triangolo di cui son dati i tre angoli ed il raggio del cir¬ 
concerchio. 

29 . Costruire il triangolo ABC conoscendone l’altezza AX , la proiezione di 
AB su BC ed il raggio del circoncerchio del triangolo J a I b I c . 

30 . Costruire il triangolo ABC dati i tre arsoli e la lunghezza della bi¬ 
settrice dell’angolo B. 

Costruiamo un triangolo ausiliario mediante i tre angoli dati. Sia esso BC'A\ Condotta la biset¬ 
trice dell'angolo B, pigliamo sa di essa una lunghezza BM uguale alla lunghezsa della bisettrice 
•data. La parallela ad A'C' oondotta per M determina il triangolo ABC . 

31 . Dimostrare che nel triangolo ABC si verificano sempre le relazioni: 


>• A+ 

J? 

1 

. 1 

1 

1 

_ 4 

- 9 ' 

Ala 

AI? 

~AX* 

2 » + 

1 

1 

1 

4 

B? + 

Bla 

BI? BI? 

BY*' 


32 . Dimostrare che nel triangolo ABC il rapporto fra il prodotto dei tre lati 
« la loro somma è costante ed uguale al doppio rettangolo del raggio dell’in¬ 
cerchio e del circoncerchio. 

33 . Dimostrare che essendo D, 2E, F i punti di contatto dell’incerchio coi 
tre lati BC , CA Ì AB del triangolo ABC e D XÌ E x , F l i punti di contatto de¬ 
gli stessi tre lati coll’incerchio I a , si ha: 

1° AEF.BDF. CDE \ IEF . 1FD . IDE = A 2 *. r 4 . 

2° AE X F X . BD X F X . CD X E x \ I a E l JF 1 . I a F x D x . I a D x E x =, A* *. r 0 \ 
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34. Dimostrare che: 


IJ b l e . II b Ic . lolle . Il alò = 16 A 2 i2 4 . 


33 . Dimostrare che nel triangolo ABC il rapporto dell’area alla lunghezza 
del perimetro è costante ed uguale al raggio dell’incerchio. 

36. Essendo G ai G bì G c le proiezioni del baricentro Q del triangolo ABC 
sui tre lati di questo, mostrare che l’area del triangolo O a O b O c è: 


G a G b G 0 


±a».-2£~ 

9 a 2 6*c 2 


37 . Costruire un triangolo dati il raggio del circoncerchio, una bisettrice 
ed il rettangolo dei due segmenti da questa determinati sul lato corrispondente. 

33 . Costruire il triangolo di cui è data l’altezza, la mediana corrispondente 
ad un lato e la somma delle distanze del centro del cerchio di Feuerbach dai 
centri dei quattro cerchi tangenti ai tre lati. 

39 . Costruire il triangolo ABC da cui è data l’altezza e la mediana corri¬ 
spondenti al lato BC ed il raggio dell’incerchio. 

40. Costruire il triangolo di cui è dato il raggio del circoncerchio, il lato 
BC e l’angolo formato con questo lato della bisettrice dell’angolo opposto. 

41. Costruire un triangolo dati il raggio del circoncerchio, il lato BC ed 
il prodotto delle distanze dell’incerchio dagli estremi di BC. 

41. Costruire un triangolo data la distanza dell’ortocentro da un lato ed il 
raggio del circoncerchio. 

43. Costruire un triangolo conoscendo il valore della differenza (r a -f-r ò -f-r c )—r, 
la distanza fra il baricentro ed un lato pur esso dato. 

44 . Costruire il triangolo ABC di cui è noto il raggio del circoncerchio, 
il lato BC e la differenza fra i due angoli B e C. 

43. Costruire il triangolo ABC conoscendone la distanza fra i due centri 
I ed l ai la somma r b = r c , la differenza r a — r e la differenza fra l’angolo in C 
e l’angolo formato dall’altezza AX con BC. 

46. Dati il raggio dell’incerchio, l’altezza e la mediana corrispondenti ad 
uno stesso lato, costruire il triangolo e misurare colla Geometrografia la sempli¬ 
cità ed esattezza della costruzione. 

Su una retta indefinita UV pigliamo un punto arbitrario X dal quale innalziamo la perpendi¬ 
colare .op. 22?, -f Et -f 2 C, -f C 9 +8 O t 

Su tal perpendicolare portiamo XA = h a .op. 8 0, -f- C% 

Descriviamo A (m) ohe interseca UV in A' : è AA X = m a .... op. 8 Ci -f- C t 

In A ’ innalziamo la perpendicolare MO ad UV .op. 2 4- R% -f- 8 C* -f- 8 C s 

(Per innalzare tal perpendioolare, avendo digià la perpendioolare 
XA si potrebbe pure operare oosl: 

Descriviamo A' (XA) e A(A X X) ohe s'intersecano in A, : la A'At 

è parallela ad AX e quindi perpendioolare ad UV e si ha: . . op. 2-f- R % -f 5 Ci -f2C t . 

Come si vede non si guadagnerebbe in semplicità). 
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Descriviamo A{r) ohe interseca 4'0 in O.... op. 8 Ci -|-C 8 

Descriviamo 0(r) ohe interseca UV in C e B .op. C, -|- C 8 

Conduciamo AB ed AC : è ABC il triangolo richiesto.op. iR* +2ifc. 


Op. (8 R x -f 4 2^+15 <7, +<7.+10(7,). 

Semplicità 88, esattezza 24; quattro rette, dieoi cerchi. 

4T. Dati un angolo, l’altezza ed il raggio dell’incerchio ad esso corrispon¬ 
denti, costruire il triangolo. Misurarne la costruzione. 

4*4. Costruire il triangolo di cui è nota una delle altezze, il raggio dell’in¬ 
cerchio ed il perimetro. Misurarne le costruzione. 

49 . Costruire il triangolo ABC conoscendo le posizioni dei suoi tre ele¬ 
menti A , 0 ed O 9 . Misurarne la costruzione. 

50. Dimostrare che se U, F, W sono i punti medi dei segmenti AH, BH r 
CH , tali punti sono ortocentri rispettivamente dei triangoli AC'B\ BA'C\ CA'B\ 

51 . Mostrare che se la retta che unisce l’incentro al circoncentro di un 
triangolo passa per uno dei vertici di esso, il triangolo è isoscele. 

59 . Mostrare che l’area A' del triangolo LMN formato dalle bisettrici in¬ 
terne di ABC è: 



51. Dimostrare che in un triangolo ABC l’area è media proporzionale fra 
i prodotti p(p — a) e (p — b) (p — c). 

54. Dimostrare che nel triangolo ABC si ha sempre: 

r* *. r a 2 = h a — 2 r\h a — 2 r a . 

55. Ugualmente : 

(h a — 2 r) (h b — 2 r) (h G — 2r) : (h a 4- 2r a ) (h b -b 2 r b ) (h e + 2r c ) = r 4 \p*. 

56. Dimostrare che nel triangolo ABC essendo (? 0 , G b , G 0 le proiezioni 
del baricentro G sui lati, si ha: 

G b G e ' G c G a \ G a G b = am a \ bm b * cm c . 

59 . Essendo UU } il diametro del circoncerchio di ABC che è perpendicolare 
a BC, D il punto di contatto di BC coll’incerchio, S il piede della perpendi¬ 
colare da U su AC, mostrare che è sempre: 

1» A'U. UK— US* 

2° U'K. ID = A'D. DX 

3° A'K .A'U = BD. DO 

H punto K è sempre il punto di Lemoine del triangolo. 
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58. Dimostrare che la potenza dell’incentro I rispetto al circoncerchio è 

espressa da : ; e che la potenza dell’excentro I a rispetto allo stesso circoncerchio 

, abc 

e : --* 

b-\-c — a 

59. Costruire il triangolo ABC data l’altezza h a , il rapporto delle lunghezze 
delle proiezioni di b e c su di a e l’angolo BAC. 

00 . Dati r, r a ed il rettangolo cb, costruire AB C. 

61. Costruire il triangolo di cui son noti gli elementi: h a , m a e b.c. 

69. Costruire il triangolo ABC conoscendo la differenza dei quadrati dei 
due lati AB e AC, il rapporto fra gli stessi due lati e la proiezione della me¬ 


diana m a sul lato BC . 


63. Costruire il triangolo ABC conoscendone la proiezione di AB su BC ) 
la proiezione di AA' su CB e l’altezza AX. 

64. Costruire il triangolo ABC dati: AX, AA' e AB 2 -j-AC 2 * 

65. Costruire il triangolo conoscendone il raggio del circoncerchio e le proie¬ 
zioni di A A 1 e AL su BC. 


06. Costruire il triangolo di cui son note l’altezza e la mediana corrispon¬ 
denti ad uno stesso lato ed il raggio r Q del suo cerchio di Feuerbach. 

61. Costruire il triangolo di cui è nota la retta X l Y 1 su cui è la base, 
nonché il baricentro G ed il centro 0 9 del cerchio di Feuerbach. 

68 . Costruire il triangolo ABC essendo noti di posizione i punti 0, H ed X 

69. Costruire il triangolo ABC essendo dati di posizione i punti A, X ed Y. 

70. Costruire il triangolo ABC dati di posizione i punti A, H ed 0 9 . 

71. Costruire il triangolo ABC dato il lato BC, il raggio R del suo cir- 
• concerchio e la distanza del baricentro G da BC. 


79. Costruire il triangolo ABC dati ancora BC ed R e la distanza del ver¬ 
tice C dal centro 0 9 del cerchio di Feuerbach. 


73. Costruire il triangolo di cui son noti r a , R e BC. 

74. Costruire il triangolo di cui son noti R, BC ed il prodotto dei due 

.segmenti determinati su questo lato dalla bisettrice corrispondente. 

7 5. Costruire il triangolo ABC dati gli elementi A, R ed AX. 

76. Costruire il triangolo ABC dati gli elementi BC, AA 1 e la somma o 

la differenza dei quadrati c 2 e ò 2 . 

77. Costruire il triangolo ABC conoscendone il lato BC, la differenza fra 
il prodotto degli altri due lati e la lunghezza della bisettrice dell’angolo in A 
e la differenza fra i quadrati delle distanze dell’ortocentro dai due vertici B e C. 

76. Costruire il triangolo di cui son noti il lato BC, l’altezza AX é la 
proiezione di AB su BC. 

7 9. Costruire il triangolo ABC conoscendone l’area A, il lato a ed il pro- 
• dotto delle proiezioni di b e c su di a. 
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50. Costruire il triangolo di cui son dati due lati e l’altezza corrispondente 
ad uno di essi. 

51. Costruire il triangolo conoscendone due lati e la differenza fra la somma 
dei raggi degli excerchi ed il raggio dell’incerchio. 

SS. Costruire il triangolo conoscendone due lati e la proiezione del terza 
lato su uno di questi. 

55. Costruire il triangolo date le lunghezze: II a , hl e e AX. 

84. Costruire il triangolo ABC conoscendone l’angolo J3, la bisettrice AL 
e la distanza di questa dal vertice C. 

85. Dimostrare che nel triangolo ABC il prodotto delle distanze dell’in¬ 
centro dai piedi delle tre bisettrici interne ed il prodotto di queste tre bisettrici 
stanno fra di loro come il prodotto dei raggi dell’incerchio e circoncerchio sta. 
al doppio quadrato del semiperimetro. 

56. Dimostrare che fra le bisettrici interne o quelle esterne del triangolo 
ABC sussiste la relazione: 

AL ; AL' = (BM . CN' — BM '. CN) \ (BM. CN+ CM'. CN'). 

H7. Dimostrare che fra i quattro centri dei cerchi tangenti ai tre lati di 
un triangolo sussistono le relazioni: 

l a Ila . II b . Ile : Iblo . Iah . Iah = T \ 

2 a II a . I a I c . 1 Ib^e • 1% • 'Ho = % .P — 

88 . Costruire il triangolo conoscendone un’altezza, la differenza dei due 
angoli adiacenti al lato corrispondente a questa altezza ed il raggio dell’ incerchio.. 

89. Costruire il triangolo ABC essendone cognito un lato, la mediana e 
l’altezza corrispondente ad esso. 

90. Costruire il triangolo ABC conoscendone un lato, uno degli angoli adia¬ 
centi e l’area A. 

91. Costruire il triangolo ABC conoscendone l’altezza, la bisettrice e la. 
mediana corrispondente ad uno stesso lato. 

Costruiamo il triangolo rettangolo AXA f di oni nn cateto è AX e l’ipotenusa è AA\ In A 1 in¬ 
nalziamo la perpendicolare ad A’X. A partire da A portiamo la lunghezza della bisettrice data 
in AL, *e prolunghiamola fino ad incontrare in M la perpendioolare condótta per A'. Divìdiamo, 
per metà AM e in questo punto medio oonduciamo la perpendicolare ohe incontrerà la perpendi¬ 
oolare condotta per A' nel punto O, centro del oirconcerohio del triangolo oeroato: Descrivendo, 
con cèntro O e ràggio OA tal oerohiò determineremo sui proltroganienti del cateto A'X del trian¬ 
golo rettangolo AA'X i due altri vertici B e C del triangolo ABC. 


99 . Datò il triangolo ABC dimostrare che: 

82 R 


AL'. BM '. CN' = A 


p(b — c) (c — a) (a — b) 

99 . Dimostrare ugualmente che: 

AL.BM.CN= 8A S -- —— - 

ha "H "h h 0 — T 


-> 
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94. Per un punto M del piano del triangolo ABC conduciamo le tre 
lele alle mediane AA', BB', CO' ad incontrare i lati BCCA, AB rispettiva¬ 
mente nei punti A x , B t , C z ; A z , B x , C 2 ; A t , B z , C x , Mostrare che ciascuno 
dei triangoli A Z B Z C 2 , A Z B Z C Z è quadruplo del triangolo ABC, 

95 . Costruire il triangolo ABC conoscendone il rettangolo b, c, la lunghezza 
della proiezione di c su a ed il raggio R del circoncerchio. 

96. Costruire il triangolo ABC conoscendo m a , R e 

9T. Costruire il triangolo ABC dati il lato BC, l’altezza AX e l’angolo 
fatto dalla mediana BB' col lato AC, 

98. Costruire il triangolo ABC dati R, A è la distanza 0 9 I a . 

99. Costruire il triangolo ABC dati BC, CZ ed il rapporto fra i due lati 
AB ed AC, 

fOO. Costruire il triàngolo ABC dati 22, r ed J. 

tot. Rispetto al triangolo ABC dimostrare la relazione: 

r a 3 -h r b 3 -I- r c 3 + (4 R -f- r) 3 — 12 Rp 2 . 

109. Rispetto allo stesso triangolo dimostrare la relazione: 

1 1 JL_1 12 R 

r a * r b 3 r c 3 r 3 A* 

103. Costruire il triangolo ABC dati l’angolo in A, il raggio r 9 del cerchio 
di Feuerbach e la distanza del baricentro G da BC. 

Dimostrare le relazioni: 

lì 1 

LL' MM' + NN' ~°’ 

6 ! c* 

~LlT MM' + NN' ~°‘ 

Dimostrare che nel triangolo ABC si ha sempre: 

BL . CM . AN ; abc = abc ; (6 + c) (c + a) (a + ò). 

Date le distanze di 0 da a, di I a dal vertice C ed il raggio r 9 , costruire 
il triangolo. 

109. Date le distanze II aì I b I 0 e la distanza del baricentro G dal lato BC 
costruire il triangolo ABC, 

109. Costruire il triangolo ABC dati il raggio del circoncerchio del trian¬ 
golo I a IbIo ? l’angolo in A e la distanza del centro 0 9 del cerchio di Feuerbach 
dal lato BC, 

110 . Costruire il triangolo date la distanza del circoncerchio 0 dal lato BC, 
la mediana AA ’ e la differenza ( r a + r b + r 0 ) — r. 

111. Costruire il triangolo ABC essendo dati il raggio r 9 del cerchio di 
Feuerbach, la distanza I b I 0 e la differenza dei quadrati delle distanze dell’or¬ 
tocentro dagli estremi di BC, 


104 . 

105 . 

106 . 

10T. 
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11?. Costruire il triangolo ABC dati il raggio R, la somma r fl + rj + r c e 
la differenza c — 6. 

113. Costruire il triangolo ABC conoscendone un angolo A e le mediane 
m bl m e . 

114. Costruire il triangolo ABC di cui gli excentri I ai I bì l e sono dati di 
posizione. 

115. Dati di posizione i punti 0 9 , X del triangolo ABC ', costruirlo. 

116. Nel triangolo ABC dimostrare le relazioni: 

bc = BL. CL + AL 2 
bc=*BL' .CL' — AL'*. 

117. Dimostrare le relazioni: 

Ha = l a I b . CI b —IIc.CI 
Hi? = l b I e • Ah — Ila. AI 

Ho = hh . BI e - II b . Bh- 

118. Costruire il triangolo ABC dati un lato BC\ la differenza fra il pro¬ 
dotto degli altri due lati ed il quadrato della lunghezza della bisettrice dell’an¬ 
golo A e la proiezione di AB su BC. 

119. Conoscendo R, A e la distanza di C da 0 9 costruire il triangolo ABC. 

130. Costruire il triangolo dati due lati ed il raggio del suo cerchio di 

Feuerbach. 

191. Costruire il triangolo dati due lati e la differenza (r a + rj + r É ) — r. 

139. Costruire il triangolo dati un lato BC\ l’angolo fatto con questo dal¬ 
l’altezza CZ e l’altezza BY. 

193. Essendo dati di posizione i punti 0, G ed X costruire il triangolo. 

134. Costruire il triangolo dati un angolo, il perimetro ed il raggio del 

circoncerchio. 

Sa di un cerchio di centro arbitrario e raggio 22 pigliamo un punto qualunque A dal quale con- 
duciamo una corda AM od una seconda corda AN ohe faccia colla prima un angolo uguale al- 
l'angolo dato. La corda MN è la lunghezza del lato BC del triangolo richiesto. Si è cosi ridotti 
a dover costruire il triangolo di cui è noto il lato BC, l'angolo opposto A e la somma degli altri 
due lati 6 e c. Basta dunque in un punto qualunque D di una retta indefinita fare un angolo 
uguale ad jA, portare su di uno dei lati un segmento D2? = 6 + c e da D segare l'altro lato del¬ 
l'angolo con un aroo di cerchio B (. BC) ed otteniamo il vertice 0. 

135. Costruire il triangolo dati di posizione i piedi delle sue altezze. 

196. Costruire il triangolo ABC dati AC } R e la differenza dei quadrati 

delle distanze dell’ortocentro dagli estremi della base. 

197. Costruire il triangolo dati un lato, l’altezza corrispondente ed il rag¬ 
gio del suo cerchio di Feuerbach. 

198. Costruire il triangolo ABC dati BC, R e la distanza di 0 9 da quel lato. 
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190. Costruire il triangolo di cui è noto un lato, il raggio del circoncer¬ 
chio e la distanza fra rincontro ed il centro del cerchio di Feuerbach. 

190. Data la distanza II a , il raggio del circoncerchio del triangolo I a IbI*i 

la distanza del punto medio del lato BC dal punto di contatto di esso coll’ in¬ 

cerchio 4 e la somma r b 4- r 0 , costruire il triangolo ABC 

131. Costruire il triangolo ABC dati BC, AX e l’angolo formato da BY 
con AB. 

li»2. Conoscendo la distanza del baricentro G dal lato BC, la distanza del 
circoncentro 0 da questo stesso lato e la differenza (r 0 4- r & 4- r e ) — r f costruire 
il triangolo ABC . 

133. Dati II a , l’angolo C e l’angolo formato da m b con b, costruire il 
triangolo. 


134. Costruire il triangolo ABC data la distanza del vertice A dall’orto¬ 
centro H , la distanza del baricentro G dal lato BC e la distanza dell’ incentro 
I dall’excentro I a . 

Dimostrare che nel triangolo ABC si ha sempre: 


135. 


139. 


131. 


13$. 


Al 

BI 

i 

, __L_ 

CI 

_ 1 

Al a 

+ BI a 


Ch 

-- 1. 

Ala 

BI a 


Oh 


AI 

Ble 


CI b 

= 1. 

Ih 

Ih 


Ih 


Ala 

+ BI b 

4- 

CI. 

= 2. 

tee 

Ih 

i 

Iah 

_ o 

AI C 

BI 

4- 

ci. 

= A» 

Dimostrare che i 

86 G a 

» Gb, G c 


139. 

tre lati del triangolo ABC , è: 


G a G b ; G a G 0 ; GbG c *. = am a \ bm b ; cm e . 


140. Costruire il triangolo ABC date le distanze I*J C ©d AH e la somma 
dei quadrati delle proiezioni di AB e AC su BC . 

141. Dato il rapporto — , il lato a e la differenza fra i quadrati delle di- 

stanze dell’ortocentro H dagli estremi di BC costruire il triangolo ABC. ' 

142. Costruire il triangolo dati BC\ m a ed m b . ] 

143. Costruire il triangolo dati BC, h a e B. | 

144. Costruire il triangolo dati BC, AX e la distanza A'G. J 

Mostrare che in ogni triangolo ABC si ha: 1 

145. r o 3 4-r 6 3 4-r 0 3 = (4i2 4-r) 8 — 12Rp % . j 



X 
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141. Costruire il triangolo di cui è noto il lato BC, la distanza,di questo 
dall’ortocentro e l’altezza AX. 

148. Costruire il triangolo di cui è noto un lato, e le altezze corrispon¬ 
denti agli altri due lati. 

149. Dati due lati e la mediana corrispondente ad uno di essi, costruire il 
triangolo. 

150. Dato un angolo, la mediana e l’altezza ad esso corrispondenti, costruire 
il triangolo. 

151. Dati B, m a e c 2 b % costruire il triangolo ABC. 

Si rioordi la relazione: 

c*-}-6« = |a J -2 n? a *. 

Essendo in essa noti m e c 2 ■+■ b *, faoilmente si determina a. 

159. Dati di posizione i punti A ) I ed il centro del circoncerchio del trian¬ 
golo Ialblc, costruire il triangolo. 

153. Dati di posizione i punti A, 0 ed H del triangolo ABC, costruirlo. 

Sappiamo ohe la metà del segmento AH è ugnale ai segmento ohe unisce il oiroonoentro al piede 
della bisettrice dell’angolo A. Descriviamo dunque 0(0L = j AH); a questo cerchio conduciamo 
la tangente X\ Y, ohe è perpendicolare ad AH : descriviamo 0(0A): esso interseca X, Pi in due 
punti B e C ohe sono gli altri due vertici del triangolo ABC. 

154. Se PA 1 QA sono due rette isogonali rispetto all’angolo A, dimostrare 
che la retta che unisce i piedi delle perpendicolari condotte da P sui due lati 
dell’angolo è antiparallela alla retta che unisce i piedi delle perpendicolari con¬ 
dotte da Q sugli stessi due lati. 

155. Costruire un triangolo conoscendone la mediana e la simediana che 
partono dallo stesso vertice ed uno dei lati. 

Si rioordi ohe è: 

AX 2 BX.XC 

ABT BC 2 

per cui essendo noti il prodotto BX . XC ed il iato BC, è pur nota la somma BX-\-XC e quindi 
BX ed XC, eco. 

156. Date l’altezza, la bisettrice e la simediana corrispondenti ad uno stesso 
vertice, costruire il triangolo. 

Si ricordi ohe la simediana è la simmetrica della mediana rispetto alla bisettrice. 

159. Pei punti medi A', B\ C' dei lati del triangolo ABC conduciamo le 
perpendicolari a questi lati. Pigliamo su di esse in grandezza e segno le lun¬ 
ghezze: A'A X = B'B 1 = C'C X = l. Dovendo essere A Ì A X , B'B X1 C } C X positivi, 
A l} B Xì C x sono dalla stessa parte di BC , CA , AB dalla quale sono rispettiva¬ 
mente i vertici Aj B, C. Dimostrare che il triangolo A X B X C X è minimo quando 

sia : l = ~ P, e calcolare i lati di questo triangolo e la sua area. 

A 


19 
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159. Essendo i?' il piede della essimediana condotta da A dimostrare che 
la lunghezza AR' è media proporzionale fra le lunghezze AR' ed RR\ 

150. Dimostrare che se AP, AQ sono isogonali rispetto all’angolo A del 
triangolo ABC’, è: 

BP. cp : BQ . cq = Ip 2 • 2q 2 . 

160. Se sui lati del triangolo ABC, internamente o esternamente costruiamo 
tre triangoli equilateri ABC', BCA', CAB', il punto isogonale del centro d'omo¬ 
logia dei due triangoli ABC, A'B'C' è uno dei punti comuni ai tre cerchi di 
Apollonio di ABC. 

161. Se V, V ' sono i centri isogonici di ABC, è: 

G0 S + GV 2 -+• GfF 2 = R *. 

169. Se da un punto P d’una retta che passa pel vertice C di ABC calia¬ 
mo le perpendicolari su CA e CB, i piedi di queste perpendicolari sono su di 
una retta perpendicolare alla isogonale di CP. 

163. Essendo AV, AV' due rette isogonali del triangolo ABC conduciamo 
da V e F 1 le perpendicolari a CA e CB ad incontrare questi due lati rispetti¬ 
vamente in P, P' Q, Q\ Mostrare che si ha: 

AP. AP' : BQ. BQ' = AC 2 ; BC*- 

161. Se tre rette concorrenti incontrano i lati di ABC in D, E, F, il cer¬ 
chio passante per questi tre punti interseca i lati del triangolo fondamentale in 
tre altri punti DE, F' tali che le rette AD', BE', CF' concorrono in uno 
stesso punto. 

165. Mostrare che le perpendicolari calate dagli excentri sui lati corrispon¬ 
denti del triangolo ABC sono concorrenti. 

166. Se tre traversali angolari incontrano i lati del triangolo in tre punti 
in linea retta, le loro isogonali incontrano i tre lati in tre punti anch’essi in 
linea retta. 

167. Se Ka, K b , K 0 sono le proiezioni del punto di Lemoine K sui tre 
lati del triangolo ABC, i lati di questo sono proporzionali ai lati del triangolo 
K a , K b , K c . 

169. Essendo AD e AD', BE e BE', CF e CF' delle coppie di rette iso¬ 
gonali, dimostrare che se D, E, F sono collineari, tali saranno pure D', E', F 

e 

Si ha infatti: 

BD.BD' c * CE . CE' a* AF.AF 1 6» 

CD .CD' ~ 6* ’ AE.AE' “* c* ’ BF.BF' = o*" 

per cui : 

BD.CE.AF BD'.CE'.AF' 

CD.AE.BF * CD'.AE'.BF' ~ * 

ed essendo iL primo fattore aguale ad 1, tale sarà pure il secondo fattore, cioè D' t E' t F' sono 
collineari. 
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169. Se sui tre lati del triangolo ABC pigliamo i tre punti D, E, F che 
li dividono in una stessa ragione, le parallele ad AD , BE, CF, od a BD, CF f 
AD od a CF, AD, BE condotte pei vertici A 1} B ly C x del primo triangolo di 
Brooard passano per uno stesso punto M, o N, o P. 

170 . Dimostrare che la distanza KK a del punto di Lémoine K dal lato BC 
è espressa da: 


KK a — A 


2 a 

a 1 -+• b 2 + c 2 


Infatti, essendo X il piede della perpendicolare su BC, si ha : 

AB: KB = AX : KK a 

per oui è: 


e sostituendo: 


KK a = 


KK a — 

a« + 6*-f c» 


KB . AX 


AB 


= A 


2 a 


a* + 6» -f c» 


171 . Dimostrare che in ogni triangolo ABC si ha: 

AK. a ; BK. b \ CK. c = m a \ m b \ m c . 

in. Se la perpendicolare condotta dal circoncentro 0 su A'K incontra il 
cerchio descritto con A'K quale diametro in un punto P, dimostrare che è: 

AB 2 + AC 2 — 4. PC/ 2 , 


essendo U l’estremo del diametro del circoncerchio di ABC che è perpendicolare 
a, BC e che è rispetto a BC dallo stesso lato in cui è il circoncentro. 

173. Dimostrare che nel triangolo ABC \ essendo K il punto di Lemoine, è : ( l ) 


AK 2 . a* + BK 2 . 6* + CK* . c 2 = B 


«W 

a* H- ò 2 4- c 2 


174. Costruire il triangolo ABC conoscendo di posizione i punti A', L ed 0 9 . 

175. Se con una delle altezze di un triangolo quale diametro fdescriviamo 
il cerchio, dimostrare che il triangolo determinato dal vertice da cui parte l’al¬ 
tezza e dai due punti d’intersezione di tal cerchio coi lati che concorrono in 
quel vertice, sta al triangolo dato come il quadrato dell’altezza che si è presa 
per diametro sta al quadruplo quadrato del raggio del circoncerchio del trian¬ 
golo dato. 

176. Determinare i punti di contatto a, (3, y, 5 dei cerchi tangenti ai tre 
lati del triangolo ABC col cerchio di Feuerbach. 

L© rette A’R 1 , A'C 1 seghino IG in M ©d N . 

Le rette CN e BM segheranno AB in K e AC in J, e la retta KJ toccherà i’ incerchio nel punto oc 
ohe si ottiene calando da I la perpendicolare su KJ. 

Costruzione analoga per gli altri tre punti Y* 8. 


( l ) C. Thibt, Applic. remarcables du téorlme de Stewart . 
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177. Costruire il triangolo ABC dato il lato BC, il raggio R del suo cir¬ 
concerchio e la distanza del vertice C dal baricentro G. 

178. Costruire il triangolo ABC dato il lato BC e le distanze di A dal¬ 
l’ortocentro H e di G dal lato BC. 

170. Costruire il triangolo dati un lato, il raggio del circoncerchio e la 
somma r b r e o la differenza r b — r. 

180. Costruire il triangolo ABC dati BC , AB ed R. 

181. Dimostrare che in ogni triangolo ABC è: 


Si ha infatti: 
ed 

per cui: 

Ma è: 

per cui: 
Quindi: 


AK\AR=b 2 -hc*:m*. 


AS: CS = AKB; CKB 
AT:BT=AKC: BEO 

AS AT _ AKB -j- AKC _ AKB + AKC 
~CS + ~BT ~ BKC ~~ BER -f CKR * 

AK _ AKB AKC AKB + AKC 
RK ~ BER ~ CR ~ BKR+CKR 

AK _ AS AT & a -fc» 

BK ~ CS + BT ~ a » 

AK: AR=b* + c*i m a . 


188. Dal pwnto di Lemoine K del triangolo ABC conduciamo le perpen¬ 
dicolari ai lati, ed unendone i piedi, formiamo un secondo triangolo. Mostrare 
che le mediane del primo triangolo sono rispettivamente perpendicolari ai lati 
del secondo. 

183. Essendo P e Q due punti del lato BC del triangolo ABC tali che le 
rette AP , AQ siano isogonali rispetto alPangolo BAC , mostrare che è: 

Jb 2 : Ic 2 =bp . bq : cp. cq. 

184. Prolunghiamo le simediane AR, BS , CT del triangolo ABC ad incon¬ 
trare il circoncerchio rispettivamente in R x , S Xì T x . H triangolo R X S X T X ed il 
triangolo dato avranno lo stesso punto di Lemoine, gli stessi punti di Brooard, 
gli stessi cerchi di Lemoine e lo stesso triangolo di Brooard. 

185. Se si hanno due triangoli inscritti l’uno all’altro, simili e cosimediani, 
mostrare che il centro di similitudine di essi è il punto di Lemoine del trian¬ 
golo esterno. 

186. Dimostrare che se due triangoli sono cosimediani , le mediane dell’uno 
sono proporzionali ai lati dell’altro. 

187. Mostrare che due triangoli cosimediani hanno uguale Vangelo di Brooard. 

188. Sul lato AB di ABC costruiamo una serie di triangoli aventi l’angolo 
opposto C costante. Determinare il luogo del centro dei loro cerchi di Feuerbach. 


\ 
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189. Se da B caliamo le perpendicolari BP , BP' sulle bisettrici AL , AL ' 
e da C le perpendicolari CQ, CQ' sulle stesse bisettrici, dimostrare che si ha : 

PQ : AL = le 2 — AB 2 :2 AC. AB 
P'Q' : AL' = AC 2 — AB 2 : 2 ^4(7. AB. 

190. Colle notazioni stesse dell’esercizio precedente, mostrare che è: 

ABC=AQ . BP = AP. <7Q = ^IQ». J5P f = AP' . <7Q'. 

Si osservi ohe i triangoli AXL, BPL sono simili, per cui è : 

AX : BP ^AL : BL = QL : A 1 V = AQ : BA ', 

per oai: 

AQ.BP = AX. BA ' = ABC, eoo. 

191. Dimostrare che le rette IA\ I C B\ I b C' concorrono nel punto di Le¬ 
moine del triangolo II b I e . 

198. Dalle notazioni del num. 183 dimostrare che i triangoli ABC, Rfii^ 
sono omologici ed hanno il punto di Lemoine K per centro d'omologia. 

193. Determinare gli angoli fatti dalla retta OK che unisce il circoncentro 
al punto di Lemoine coi tre lati di ABC. 

194. Trovare il luogo geometrico dei centri dei cerchi passanti pel vertice 
C e che segano i lati CA e CB in due punti a, (3, tali che : Aa = Pj3 = m. 

195. Se H è l’ortocentro del triangolo ABC , i cerchi descritti su CH e AB 
quale diametro sono ortogonali. 

190. I lati opposti dei quadrati costruiti esternamente sui lati del trian¬ 
golo ABC formano un triangolo P l P i P z . Mostrare che le rette AP l , BP 2 , CP 3 
passano pel punto di Lemoine K di ABC. 

197. Mostrare che la somma dei quadrati delle tangenti condotte dai ver¬ 
tici di ABC al cerchio di Lemoine è: 

2 = 2 A cosec 2 w — 3 R 2 tg 2 o). 

198. Se le tangenti del numero precedente son condotte al cerchio di Bro- 
CARD, è: 

2 = 2 A cosec 2 w. 

199. Determinare nel piano del triangolo ABC un punto Q che soddisfi, 
alla relazione: 

cotg co = cotg A 4- cotg B -h cotg C. 


Determiniamo un punto Q (oQ') ohe soddisfi alla relazione angolare: 

AQB = 71 — 22, BQC = r. — C. CQA = ~ — A, 

od: 

B2'C=~-B, C£A = n-A: 

sarà: 

QAB = QBC = QBA = Q'AC= Q'CB = Q'BA = co- 
I triangoli B&C f C&A danno: 

a : C£l = sen C: sen co 
02 : b = sen (A — co) : sen A 
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e dividendo e sostituendo ai lati i seni degli angoli opposti: 


ossia: 


sen A : sen B = sen 0 sen {A — co) : sen A sen co 
Ben {A — co) : sen u) = sen 8 A : sen B sen C 


sen {A — co)_ sen A __ sen (B m 0) 

sen A seno) sen B sen C sen B sen 0 


e quindi si ha: 


ootg 0) — ootg A — cotg B + ootg C 
ootg (0 = ootg A -f- ootg B -f- cotg C. 


SOO. Dimostrare che i due punti di Brocabd Q e Q' formano una coppia 
di punti reciproci . 

901. Dimostrare la stessa proprietà pei due punti 0 ed E\ 

909. Servendosi delle notazioni del num. 188, dimostrare che: 


AP . AQ . BP . CQ = AP '. AQ'. BP '. CQ' = A 2 . 


903. Dimostrare che se la retta di Brocard Q2' del triangolo ABC è pa¬ 
rallela al lato BCj è: 

+ = b 4 + C 4 # 

904. Costruire il triangolo ABC conoscendone l’angolo in A, la bisettrice 
BD dell’angolo in B ed il raggio r dell 7 incerchio. 

Si osservi ohe nel triangolo ABD è noto il lato BD , l’angolo opposto A e la bisettrice AI ohe de¬ 
ducasi facilmente da r ed A . 


905. Dati i due triangoli ABC, A'B'C' qualunque, determinare due punti 
P, P x tali che i triangoli PAB, PAC , PBC siano rispettivamente simili ai trian¬ 
goli P X A'B\ P X A'C\ P X B'C'. 

900. Essendo K, K x , K 2 , 2T 3 rispettivamente i punti di Lemoine dei trian¬ 
goli ABC, AYZ , BXZ, CXY, mostrare che K è il punto medio delle perpendi¬ 
colari condotte da K x su BC, da K % su CA, da 1 BT 3 su AB. 

907. Essendo K a K b K c il triangolo determinato dalle proiezioni del punto di 
Lemoine K sui lati del triangolo ABC ', mostrare che gli angoli di K a K b K 0 sono 
uguali agli angoli che le mediane fanno fra di loro. 

909. Dimostrare in seguito all’esercizio 161 che l’area del triangolo OVY 
è espressa da: 

1 (ft* — c 2 ) (o 2 — a 2 ) (a 2 — ò 2 ) 

~ yjl ' ( 6 * — c 2 ) 2 4- (c 2 - a 2 ) 2 + (a 2 - V) % ’ 

900. Dimostrare che in ogni triangolo ABC si ha: 

BL.CM.AN'. AL.BM. CN=R\2p. 

910. Costruire il triangolo ABC conoscendone il lato BC, la lunghezza della 
mediana BB' e quella della simediana CT. 

Ponendo, come di solito: BB 1 = ma, OT=n 0t CO' = m c , si ha: 

4 m* a = 2 (a 8 -f- c 8 ) — 6 8 
(a) 4 m % c = 2 (a 8 -f- 6 8 ) — c 8 
2 ab 
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da oui ricaviamo: 

(3) «o(a*-f 6*) = a*&* (2 a* + 26 9 — c*) 

Eliminando b* o c 8 fra la (a) e la (3) si ha una relazione ohe determina c* o b 2 . 

SU. Dimostrare che le tre simediane del triangolo ABC passano rispetti¬ 
vamente pei tre vertici del triangolo 'polare reciproco di esso, rispetto al circon¬ 
cerchio. 

SIS. Dimostrare che nel triangolo ABC si ha: 

BU . CM'.AN' \ AL '. BM ' . CN' = R \ 2 r. 

313. Il luogo dei punti di concorso di due rette di Simson relative a due 
punti diametralmente opposti è il cerchio di Fecerbach (G-offart). 

514. Colle notazioni del numero 188 mostrare che i due triangoli XPQ, 
XP'Q' sono direttamente simili ed hanno i lati omologhi rispettivamente per¬ 
pendicolari. 

515. Dimostrare che i diametri dei circoncerchi dei due triangoli XPQ , 
XP'Q' del numero precedente coincidono coll’asse radicale dei cerchi I ed /«; 
I b ed I 0 . 

316. Essendo D il punto di contatto dell’incerchio di ABC col lato BC e 
P il punto che divide il perimetro del triangolo in due parti uguali, mostrare 
che è: 

a y"» C B 

2 cotg APB = cotg — — cotg —, 

SI7. Costruire il triangolo ABC conoscendone l’angolo A , la bisettrice AL, 
e la mediana AA'. 

Sul prolungamento di AB pigliamo AB, — AB e sia AL* la bisettrice dell’angolo A del trian¬ 
golo BiAC. La retta LL% sarà parallela ad AB e sarà: B x C' = 2 AA' f eoo. 

SIS. Costruire il triangolo ABC dati BC, l’angolo formato da m b con b e 
l’angolo formato da m a con a. 

S19. Costruire il triangolo ABC dati un lato, un angolo adiacente ad esso 
e la bisettrice di questo angolo. 

550. Costruire il triangolo ABC dati due lati e l’angolo formato dal terzo 
lato colla mediana ad esso corrispondente. 

551. Costruire il triangolo ABC data la distanza II a , l’altezza h a e la som¬ 
ma r b -f- r 0 . 

SSS. Costruire il triangolo ABC conoscendo la distanza dei punti di con¬ 
tatto di BC coi cerchi 1 ed I a , e le distanze del vertice C dagli excentri I ed I a . 

S33. Dimostrare che se si verifica la relazione: 

BC .AC 
———- = CC\ 

B ’ 

la retta di Brooard Q£2 r del triangolo ABC è perpendicolare sAV antiparallela di AB. 
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9S4. Costruire un triangolo conoscendone un lato e la distanza da esso dal 
punto di Lemoine. 

225. Dimostrare che se dal punto essimediano K x concjuciamo le perpendi¬ 
colari su BC y CA , ili? rispettivamente e ne indichiamo òon K\ ì E' tì K\ i 
piedi, i triangoli K X K' % K' Z , K 1 K' z K' lì sono equivalenti ed hanno per 

A3 

area : 4 —- • 
m 4 

110. Dimostrare che la retta di Lemoine è asse deontologia del triangolo 
ABC e del suo polare reciproco rispetto al circoncerchio. 

227. H punto di Lemoine d’un triangolo è baricentro del triangolo formato 
unendo le sue proiezioni sui lati del triangolo fondamentale. 

228. Se sui tre lati di un triangolo si costruiscono tre figure direttamente 
simili , il luogo dei punti di concorso di tre rette omologhe è il cerchio di Brocard. 

229. Dimostrare che ogni retta che passi per l’ortocentro di un triangolo 
sega i circoncerchi dei triangoli AYZ , BXZ , CXY in punti omologhi. 

230. Trovare sulla simediana condotta da A un punto P tale che i seg- 

ò 2 + c 2 

menti su di essa determinati siano nel rapporto--- 

oc 

Prolunghiamo i lati CA e BA del triangolo ABC rispettivamente in AE ed AI, e su tali prolun¬ 
gamenti e sui lati AB, AC costruiamo le losanghe ABDE, ACFI. Le rette BF, CD si segano nel 
punto P richiesto. • 

231. Dimostrare che la distanza del circoncentro da uno qualunque dei lati 
di ABC è metà della distanza dell Ortocentro dal vertice opposto a questo lato. 

Essendo A\ B\ C i punti medi di BC, CA, AB, si osservi che i triangoli OA'B', HAB sono simili 
poichò hanno i lati paralleli. Ma è: AB = 2 . A'B\ per cui: HA = 2.0-4*. 


232. Dimostrare che le antiparallele alla simediana condotta da A , rispetto 
agli angoli B e C segano il lato BC nei punti A l} A t tali che: BA X = CA 2 . 


Basta ricordare ohe i segmenti determinati da una simediana sui lati opposti sono proporzionali 
ai quadrati dei lati adiacenti. È oosi: 


BA X 




233. Sia ABC un triangolo dato: 

prolunghiamo CA in E e BA in F ' tale che sia : AE = AF' — BC\ 

prolunghiamo AB in F e CB in D' tale che sia : BF = BD' = C!4, 

prolunghiamo BC in D e AC in E' tale che sia: CD = CE' = AB. 

Dimostrare che i punti Z>, D' ì E, EF, F' appartengono allo stesso cerchio il 

cui centro e V incentro di ABC. (Questo cerchio non è altro che il cerchio di 
Taylor). 

234. Costruire il triangolo ABC conoscendone il vertice A, il circoncentro 
0 ed il punto di Lemoine K. 
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Descrivasi un cerohio ABC. Esso sega AK in un punto P. 

Poiché, per quanto sappiamo, le coppie di punti 0 ed H, G e K sono coppie di punti inversi, è: 

A'AH= ÒAK— OPA = OA'A- 
Dunque il cerchio OAP passa pel punto A 

Nel triangolo A'AX essendo cognito un angolo, erfbendo tal triangolo rettangolo, sarà pure cognito 
l’angolo AA'K formato dall’ipotenusa con una mediana; quindi per determinare oompletamente 
A' descriviamo su AK un segmento capace dell’angolo AA'K, eoe. (Emmebicb, Programma del Beai- 
gimnasium di Mulhein), 


235. Costruire il triangolo ABC conoscendone la simediana AB e le distan¬ 
ze di questa da B e C. 

236. Dimostrare che la retta di Simson del punto di Tarry del triangolo 
ABC è perpendicolare alla retta che unisce il baricentro al punto di Lbmoine. 

237. La retta che passa pel baricentro e pel centro del secondo cerchio di 
Lemoine del triangolo ABC passa pel punto di Tarry. 

238. Dimostrare che se il centro di uno dei cerchi di Tuoker del triangolo 

7Yb 

ABC divide la retta OK nel rapporto —, il raggio p del cerchio di Tuoker è 
espresso da: 

« = - 

m -+• n 


essendo R' il raggio del secondo cerchio di Lemoine. 

239. Determinare la condizione necessaria affinchè il cerchio di Tuoker di 
un triangolo si riduca al secondo cerchio di Lemoine. 

240. Dimostrare che le diagonali E'F' e DE, F'D' e EF, D'E' e FD del- 
r esagono di Lemoine DD'EE'FF' s’intersecano sulla polare del punto di Le¬ 
moine K rispetto al primo cerchio di Lemoine. 

241. La differenza fra le aree dei triangoli RST, R'S'1" determinati dai 
piedi delle mediane ed essimediane è uguale all’area del triangolo fondamentale 
ABC ; e la somma delle aree di quei due triangoli è media aritmetica fra le 
aree dei tre triangoli equilateri costruiti sui tre lati di ABC. 

242. Descriviamo i tre cerchi A{BC), B(AC), C(AB). Le tre altezze del 
triangolo ABC intersechino questi cerchi in X x , Y x , Z v Se co e co, sono gli 
angoli di Brocard di ABC e X x Y X Z X , dimostrare che è : 


243. 


COtg (*>! = 


2 cotg (i) — 3 
2 cotg (o 


Colle notazioni del numero precedente, mostrare che è: 


A =1 . *ÌIl. ± 1XL ± 

8 2 cotg 0 ) — 3 

244. Se un triangolo a3y di forma data e variabile è inscritto in un triangolo 
fisso ABC, e se i vertici di a{3y si muovono sui lati di ABC, il centro di simili 
tudine F del triangolo ajJy in due qualunque delle sue posizioni è un punto fisso. 
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945. Si è visto che il triangolo ABC ed il triangolo A'B'C' determinato 
dai punti medi dei lati di quello, sono due triangoli omotetici. Dimostrare che 
l’ortocentro, il baricentro ed il circoncentro di essi sono punti collineari. 

946. Se uniamo i punti medi dei lati del primo triangolo di Brooard, 
formiamo un triangolo che è omologo ad ABC, 

947. Dimostrare cheque triangoli cosimediani ABC , A X B X C\ hanno lo stesso 
angolo di Brocàrd. 

Si ricordi che è: 

2 

cotg A + cotg Ai =s cotg B + cotg Ri = cotg C-h cotg C y = - cotg «. 


948. I lati del triangolo 'pedale del triangolo ABC rispetto al punto di Le- 
moine K sono perpendicolari rispettivamente alle mediane del triangolo ABC. 

940. Se il polo di BC y lato del triangolo fondamentale ABC e rispetto al 
circoncerchio, è A ", e da questo punto caliamo le perpendicolari sui lati di ABC , 
l’area A" del triangolo formato dai piedi di queste perpendicolari è: 


950. Dimostrare che i diametri dei circoncerchi dei triangoli ABG y BCG y 
CAG sono inversamente proporzionali ai segmenti AK y BK , CK. 

951. Le tangenti condotte dai vertici A, B y C del triangolo fondamentale, 

al cerchio di Brooard sono rispettivamente proporzionali ad—, , — • 

a b c 

959. Mostrare che i triangoli polari reciproci di due triangoli aventi le stesse 
simediane , rispetto all’uno o all’altro dei punti di Brooard, comuni ad essi, sono 
due triangoli cosimediani. 

953. Dimostrare che le potenze P a , P by P c dei tre vertici A f B , C del trian¬ 
golo ABC sono rispettivamente: 


_ 

a ~~’ 


a* c* 






a 2 h 2 
m 2 


954. Le potenze dell’esercizio precedente sono inversamente proporzionali 
ai quadrati dei lati opposti. È inoltre : 


p a : p, : 




JL 

c 


955. Dimostrare che se nel triangolo ABC il primo punto di Brooard è 
su BY ed il secondo su CZ y la retta KO è parallela a BC. 

956. Se costruiamo il triangolo podario di un punto della retta di Lemoine, 
questo triangolo ed il triangolo fondamentale ABC hanno lo stesso angolo di 
Brooard. 

957. Se pei vertici del triangolo ABC e per uno dei punti di Brooard 
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conduciamo delle rette ad incontrare il circoncerchio nei punti A\, B\, C x , la 
figura AB\CA\BC\ è un esagono di Lemoinb. 

958. Essendo F, E', E, D\ D, F' i vertici dell 1 esagono di Lbmoine del 
triangolo ABC e se DE, DE 1 si segano in p, EF, E'F' si segano in q, FD, 
F'D' si segano in r, le perpendicolari p a , p b , p c condotte dal centro d'omologia 
dei triangoli ABC, pqr rispettivamente sui lati di ABC verificano la relazione: 

p a : Pb : Po = « 3 : & 3 : c 3 . 

950. Se descriviamo tre cerchi ciascuno dei quali passi per due dei vertici 
del triangolo ABC e pel punto £2 di Brocard, il triangolo determinato dai cen¬ 
tri di questi cerchi ha il circoncentro di ABC per punto di Brocard. 

900. Se due coppie di vertici opposti di un quadrilatero completo sono iso¬ 
gonali rispetto ad un triangolo, i rimanenti vertici sono pure isogonali . 

901. Dimostrare che se i due punti di Brocard e due vertici del triangolo 
ABC appartengono ad uno stesso cerchio, il triangolo è isoscele (Lemoinb). 

909. Dimostrare che se la retta di Brocard del triangolo ABC è perpen¬ 
dicolare al lato BC, il centro del cerchio di Brocard è sulla mediana AA\ 

903. Dimostrare che se due triangoli sono triplamente ortologici, i loro an¬ 
goli di Brocard sono uguali. 

904. Dimostrare che se due triangoli sono doppiamente di-ortologici, i loro 
angoli di Brocard sono uguali. 

905. Dimostrare che i punti di Nagel J, J x , J t , J 3 sono anticomplemen¬ 
tari dei punti I, l a , I b , l c e che le rette IJ, I a Jiì IoJ 3 concorrono nel 

baricentro G di ABC. 

900. Essendo £2, £2' una coppia di punti isogonali rispetto al triangolo ABC 
proiettiamoli su BC, CA, AB in £2«, £2&, £2 C , £2« ecc. Mostrare che le rette 
AO, BO, CO sono perpendicolari ai lati del triangolo Q'oQ'bQ’o. 

907. Essendo £2 uno dei punti di Brocard, se r x , r 2 , r 3 sono i raggi dei 
circoncerchi AQB, BQC, CQA, si ha: 

• *3 • r z = ^ 3 - 


908. Se le rette AA X , BB X , CC X che uniscono i vertici di due triangoli 
concorrono in un punto D, i lati corrispondenti di tali triangoli si segano in 
tre punti in linea retta. 

900. Essendo d a , d b , d e le distanze delFortocentro dai tre vertici del trian¬ 
golo ABC, è: 


ò 2 c 8 a 1 

d a • -77 -h d b . 




eh 


ac 


db 


= 6 R. 


970. Essendo G il baricentro del triangolo ABC mostrare che è: 
cotg GAB 4 - cotg GBC -f- GCA = cotg GB A cotg GCB -b cotg6L4 (7=5 cotg co. 
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27\. Se ABCD è un quadrilatero armonico di cui è co V angolo di Brocard, 
mostrare che è: 

cosec 2 (o = cosec 2 A 4 - cosec 2 B 4 - cosec 2 C 4 - cosec 2 D . 


272. Se R' è il raggio del secondo cerchio di Lbmoine d’un poligono ar¬ 
monico di n lati e 8, 8! sono i diametri del cerchio di Lemoine e del cerchio di 
Brocard di esso, mostrare che è: 

8 * — 8,* = .R'*sec ! — • 
n 

273. Se P e P x sono due poligoni armonici che hanno gli angoli di Bro¬ 
card complementari ed il secondo cerchio di Lemoine di P l coincide col cer¬ 
chio circoscritto a P, indicando con n ed n' il numero dei lati di P e P x e con 
co e co' i loro angoli di Brocard e con 8 il diametro del cerchio di Brocabd 
comune, è:' 

. -o n . n 

n n 

.2° 8* cos 2 — = P 2 cos 4- cos (— -• 

n \n ri J \n ri] 

*74. La somma dei quadrati dei raggi dei cerchi di Taylor relativi al 
triangolo ABC è uguale al quadrato del diametro del circoncerchio di questo 
stesso triangolo (Casey, Sequel of .... 1Euclid). 

Rioorrendo alle relazioni angolari si può osservare ohe i quadrati dei raggi dei quattro cerchi dì 
Taylor, sono: 

p * = 4 R» (zen* A aen* B sen* C 4- oos* A cos* B oos* C) 
p,* = 4 R* (oos* A sen* B sen* 0+ sen* A oos* B oos* C) 

P* * = 4 R* (sen* A oos* B sen* C-f cos* A sen* B oos* 0) 

P»* = 4 R* (sen* A oos* B cos* (7+ oos* A cos* B sen* C) 

e sommando queste relazioni membro a membro si ha appunto: 4R*. 


273. Se le rette .42, P2, CQ segano i lati opposti in A\, B \ 1 C\ rispet¬ 
tivamente, si ha: 

ABC : A\B\C\ = (a 2 4- &*) (è 2 4- c 2 ) (c 2 4- a 2 ) *. 2 a 2 b 2 c 2 . 

27 6. Essendo A\, A'\ i punti in cui le rette -42, -42* incontrano rispet¬ 
tivamente il lato BC del triangolo -4P C, dimostrare che affinchè il triangolo 
ABA'\ sia isoscele deve essere: 

b 4 = a 9 (b 2 4 - c 2 ). 


277 . Col dato del problema precedente mostrare che affinchè il secondo trian¬ 
golo -4P-4’, sia isoscele deve essere: 


b 2 = a 2 4 - c 2 


a 2 c 2 
a 2 4 - c 2 


27$. Dato un triangolo ABC e le direzioni A'C\ -4'P f di due lati di un 
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triangolo A'B'C', determinare la direzione di BC' in modo che i due triangoli 
ABC, A'B'C' siano ortologici (E. Lemoine, Congresso di Limoges, 1890). 

Pel vertice B conduciamo la retta BM perpendicolare alla direzione di A'C' e per C la CM per¬ 
pendicolare alla direzione di A'B'. La perpendicolare ad AM è la direzione oeroata. 

*79. Il luogo dei punti inversi di ciascuno dei punti di Bkocàrd rispetta 
ad uno dei cerchi di Tocker, è una retta. 

*80. Dato il triangolo ABC e la direzione B'C di uno dei lati del trian¬ 
golo 2 ABC, trovare le direzioni dei lati A'C', A'B 1 in modo che i due triangoli 
ABC, A'B'C' siano triortologici con permutazione circolare (Lemoine). 

La soluzione data dal Lbmoinb è la seguente. Conduciamo OA parallela a B'C'i essa sega in O 
l’ellisse di Steiner di ABC. Saranno OC, OB le direzioni di e A'C’, giacché in due triangoli 
triortologici ABC, A'B'C' le perpendicolari calate dai vertici di ABC sui lati di A'B'C' si segano 
sull’ellisse di Steiner dei triangolo ABC. 


*81. Nel triangolo ABC 1© rette di Simson di XYZ rispetto a ciascuno dei 
punti medi A', B', C' dei lati del triangolo, o di A'B'C' rispetto ad uno dei punti 
X, Y, Z s’intersecano nel centro del cerchio di Taylor di ABC (Tuoker). 

*8*. Se pel punto inverso del punto di Gergonne conduciamo Vantiparal¬ 
lela ad un lato del triangolo ABC, la superficie del triangolo determinato da 
questa antiparallela e dai due altri lati del triangolo è la stessa, qualunque sia 


jp 

il lato che si considera, ed è espressa da : A —- rr (Lemoine). 

(is ry 

*83. Se il cerchio di Brocard del triangolo ABC è tangente al lato BC 
nel piede L della corrispondente bisettrice, è : a* = 2 bc. 

*84. Dimostrare che nel triangolo ABC le rette AG', BG', CG' sono rispet¬ 
tivamente perpendicolari ai lati del triangolo formato unendo i piedi delle per¬ 
pendicolari condotte da G sui lati di ABC. 

*85. Se la retta di Brooard GQ f passa per uno dei vertici di ABC, il lato 
opposto a questo vertice è medio proporzionale fra gli altri due lati. 

*80. Essendo G, G r i due punti di Brocard di ABC, mostrare che è: 


G A Q B QV 

G >A ' G B ’ G 'C~ ' 

*87. Dimostrare che la retta che passa pel baricentro e pel centro del primo 
cerchio di Lemoine passa pel punto di Tarry del triangolo. 

*88. Su di una retta AB quale base e da una stessa parte, possiamo, in 
generale, costruire sei triangoli simili ad uno stesso triangolo. I sei vertici op¬ 
posti ad AB sono su di uno stesso cerchio. Dimostrare che i cerchi cosi otte¬ 
nuti hanno ugual asse radicale. 

*80. Sia D l E 1 una traversale qualunque del triangolo ABC e che incon¬ 
tra i lati b e c rispettivamente in D l ed E x . Se per A conduciamo una nuova 
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traversale ad incontrare DE in E t e BG in D t , mostrare che si determina un 
doppio rapporto: 

AE 2 t AD % 

D 1 E t . E X E 2 * BD 2 . CD 2 

che si mantiene costante qualunque sia la traversale condotta per A. 

300. Se Ai è l’area del triangolo che ha per vertici i centri dei quadrati 
costruiti sui lati del triangolo ABC, esternamente, si ha: 

A, 1 

= 1 + 2 " (cotg A -b cotg B -f cotg 0). 

301. Dimostrare che la potenza dell’incentro di ABC rispetto al circoncer¬ 
chio è il doppio prodotto dei raggi dell’incerchio e del circoncerchio (Eulero, 
Nov. Comment. Petrop., II, 114. — Steiner-Jacobi, Giornale di Creile). 

303. Il cerchio descritto su GH quale diametro seghi le tre altezze di ABC 
rispettivamente in a l , b x , c x e le tre mediane in a % , b 2 , c 2 . Dimostrare che 
i due triangoli a ì b 1 c lì a 2 b 2 c 2 hanno per simediane le rette a x a 2 , b x b 2 , c x c 2 , e che 
questi due triangoli ed il triangolo ABC hanno in comune il punto di Lemoine. 

303. Servendoci dei dati del problema precedente dimostrare che i punti 
a 2 , b 2 , e, sono gli inversi, rispetto al triangolo ABC, dei vertici del secondo 
triangolo di Brocàrd. 

304. Essendo D il punto di contatto dell’ incerchio col lato BC, costruire il 
triangolo ABC conoscendo i raggi degli incerchi dei triangoli ABC, ABD, ACD. 

305. Dimostrare che i circoncerchi dei triangoli AXG, BYG, CZG si se¬ 
gano in un punto dell’asse d'omologia dei triangoli ABC, XYZ . 

Si osservi ohe essendo H l’ortocentro di ABC, è: 

AH. HX = BII. HY= CH. HZ 

per cui la retta GH è asse radicale comune ai cerohi AXG, eco. 

300. Dimostrare che se il centro del cerchio di Feuerbach del triangolo 
ABC è sul lato AB 1 , si ha : A — B = 90°. 

307. Se nel triangolo ABC è GK parallela ad AB, si ha: 

o* + 6* = 2 c ? , m„ = — c . Va 

2 

308. Se nel triangolo ABC la retta d’EuLERO OGH è parallela ad AB, è: 

OH = R sen (.4 — B), tg A tg B = 3 

tg 0 = (tg A + tg B) (Neuberg). 

300. Se la retta che unisce il jmnto di G-ergonne T al baricentro G è pa¬ 
rallela al lato AB del triangolo ABC , si ha: 

r c = j (r a + r„), tg -i C=-| (tgy A+tg± B). 
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300. Dimostrare che se dal piede di una delle altezze di ABC si conducono 
le parallele agli altri due lati del triangolo, la radice quadrata dell’area di que¬ 
sto triangolo è uguale alla somma delle radici quadrate delle aree dei due trian¬ 
goli determinati dalle parallele. 

301. Essendo D, E, F i punti di contatto dell’incerchio coi lati di ABC 
e P il punto in cui tale incerchio tocca il cerchio di Feuerbach, il punto P 
ed il baricentro 6r' del triangolo DEF sono reciproci rispetto al cerchio di Bro- 
card di ABC . 

303. Costruire il triangolo ABC dati un lato, l’ angolo di Brocard e l’an¬ 
golo sotto il quale si vede BC dal baricentro G. 

303. Costruire il triangolo ABC dato un angolo A e la, lunghezza delle 
traversali angolari che partendo da A dividono il lato opposto in parti propor¬ 
zionali ai numeri m, n, p. 

Le rette AD, AB dividano l’angolo in tre parti ugnali. Sarà: 

AB : AE = BD : DE ; AD : AC= DE: EC. 

Il punto A si determina dunque coll’intersezione di due luoghi geometrici. Sia D ' il coniugato 
armonico di D rispetto a BE, ed E' il coniugato armonioo di E rispetto a DC, Il punto A è al¬ 
l’intersezione dei cerchi descritti su DD' ed EE’ quali diametri. 

304. In un triangolo isoscele i due punti di Brocard e due vertici del 
triangolo sono su di uno stesso cerchio. 

305. I due fuochi dell’elisse inscritta nel triangolo possono sempre esser 
considerati come formanti una coppia di punti inversi posti nell’ interno del 
triangolo. 

300. Determinare gli assi e l’eccentricità dell’ellisse che ha per fuochi i 
due punti di Brocard ( Ellisse di Brocard). 

307. Date le direzioni delle simediane d’un triangolo, determinare le dire¬ 
zioni dei tre lati di esso (Nueberg e G*ob). 

Costruito un triangolo i oui lati siano paralleli alle direzioni date, determiniamone i fuochi di 
Steiker (§ VII, Nota, num. 25). Le rette ohe uniscono l’uno o l’altro di questi fuochi ai vertici 
sono parallele alle direzioni date. 

308. Costruire il triangolo ABC conoscendone il secondo triangolo di Bro¬ 
card A 2 B 2 C z . 

Si determinino i fuochi di Steiker F, F* di A^B^C^. Le rette A%F, BiF, C%F segano il oirooncer- 
ohio di A^B^Ci in punti ohe sono i vertici del primo triangolo di Brocard A X B x Ci . I lati del trian¬ 
golo cercato ABC non sono ohe le polari dei punti A t , Ri , C% rispetto ai cerchi FB 2 C % , FC X A X , 
FA%B$. Il punto F 1 oonduoe ad una seconda soluzione A'B'C\ I triangoli ABC, A'B'C' sono poi 
mediani reciproci (Geoberg e Gob). 

300. Le rette che uniscono i piedi delle rette ^4Q, AQ\ BQ, BQ! sono tan¬ 
genti alla parabola che tocca CA in A e CB in B. 

310. Se Yangolo di Brocard di un triangolo è uguale ad un terzo di A ì 
si ha: 

ò*c* (ò* +c*) = a«- 2 . aW. 
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311 . Se la retta di Brocard di un triangolo è perpendicolare ad una si¬ 
mediana, il triangolo è isoscele, e reciprocamente. 

SU. Se nel triangolo ABC i punti H\, H ' 2 , H' z sono i punti medi dei 
segmenti AH, BH , CH rispettivamente, dimostrare che le rette di Simson dei 
vertici di uno dei triangoli XYZ, A'B'C' rispetto all’altro concorrono nel bari¬ 
centro del perimetro ( z ) del triangolo XYZ. 

313 . Dimostrare che se un angolo di un triangolo è uguale alla somma dei 
due altri, la mediana passante pel lato opposto a quest’angolo è uguale alla metà 
di questo lato. 

314 . Dimostrare che l’ellisse che tocca i tre lati del triangolo ABC nei 
piedi delle simediane ed ha i due punti di Brocard per fuochi, ha per equa¬ 
zione ; 

Y^r + \/i + 

315 . Dimostrare che le lunghezze degli assi dell’ellisse precedente rispet¬ 
tivamente sono'! 

abc a*b*c 2 

~ri r ' ~Rn* 

316 . Dimostrare che V ellisse di Steiner del triangolo ABC è il luogo dei 
centri d'ortologia del triangolo ABC rispetto a tutti i triangoli trì-ortologici con 
esso. 

317 . Se sui due lati CA e AB di ABC pigliamo rispettivamente due punti 
P x , P 2 che proiettiamo il primo su BC e BA ed il secondo su CA e CB, le rette 
che ne uniscono le proiezioni inviluppano una parabola P b o P e i cui fuochi 
sono B' o C' e le direttrici sono CA 1 od A' B' (Le dice parabole P b , P c appar¬ 
tengono al gruppo di parabole studiate dal Tucker, Proceedings of thè Edimb . 
Math. Society , 1894). 

316 . Se ABC, A'B'C' sono due triangoli qualunque, il luogo dei punti 0 
ed il luogo dei punti 0' tali che OA, OB, OC siano rispettivamente parallele 
ad O'A', O'B', O'C', sono due coniche omotetiche (E. Lemoine in Mathesis). 

Se pigliamo ABO quale triangolo di riferimento, e sono X, Y, Z e x, y, z le coordinate di O e 0\ 
e *i, Vi , Zi , x % , 2/j,, z % ; x t , y 8 , % le coordinate di A', B\ C' rispettivamente, poiché le coordi¬ 
nate normali di un punto non differiscono da quelle cartesiane di esso rispetto agli assi CB, OA 
ohe pel fattore sen C, il parallelismo delle rette CO, C ì O ì si esprime mediante l’uguaglianza dei 
ooeffioenti angolari: 

_£ == y-y» . 

X x — x t 

Ugualmente si ha: 

Z __ » —s, X x — x 9 

Y ~ y — y i * Z ~ » —s a * 


(*) Il baricentro del perimetro d’un triangolo ooinoide eoll'inoentro del triangolo determinato 
dai punti medi dei suoi lati. 
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(* — * 2 ) (S^2/s)(»-»i) = (»- «%){y -Vi) (»-«a) 
equazione del luogo 0 e ohe è di secondo grado in x, y> z. 

Essa ò verificata da y = y\, « = «i, eoo., per oui la curva passa-per A\ B' e C'. 

La Bel azione : y = y it « = s 9 indica che il luogo passa per la intersezione delle due rette parallele 
a CA e BA oondotte rispettivamente per (7 1 e B'. 


310. Se P è un punto del piano del triangolo ABC tale che le parallele a 
PA, PB, PC condotte per A, B, C concorrono in un punto P' ; le parallele a 
PA, PB, PC condotte per C, A e B concorrono in P”, allora i due triangoli 
ABC, PP'P" hanno la stessa ellisse di Steiner. 

330. Essendo D , E, F, F 1 i punti in cui V incerchio di ABC tocca i lati 
di questo triangolo ed il cerchio di Feuerbach, dimostrare che F x ed il bari¬ 
centro G' di DBF sono reciproci rispetto al cerchio di Brocard. 

331. Se sulle mediane di un triangolo quali diametri descriviamo i cerchi, 
questi, presi due a due hanno le altezze di questo stesso triangolo per assi 
radicali. 


333. Coi vertici del triangolo ABC quali centri e con raggio rispettivamente 
uguale al lato opposto, descriviamo i cerchi. Dimostrare che il cerchio di Long- 
champs di tal triangolo è ortotomico a quei cerchi. 

333. Essendo C una curva qualunque ed 0 un punto fisso, su di una 
secante da 0 alla curva C e che incontra questa in un punto A pigliamo : 
AM AN = a. Costruire la tangente alla curva luogo ( l ) dei punti M ed N 
determinata dalla rotazione della tangente attorno ad 0. 

334. Dato il triangolo ABC descriviamo i cerchi A (a), B{b ), C(c), A'(m a ), 
B' (m a ), C'(m 0 ). Se Ì/j è il simmetrico dell’ortocentro H rispetto al circoncen¬ 
tro 0, dimostrare che il punto H x è centro radicale comune del sistema dei sei 
cerchi predetti. 

335. Date due rette parallele a, b, si piglino due punti del loro piano, uno 
P, fisso e l’altro p mobile. Per p conduciamo una secante qualunque che in¬ 
contra a in p a e b in p* Sia poi m' il punto d’incontro di Pp e della paral¬ 
lela a p b condotta pel punto p. Se quest’ultimo descrive una curva C, il punto 
m 1 descrive un’altra curva omologica ad essa, e queste due curve avranno P e b 
per centro ed asse d’omologia . 


Se d a , d b sono le distanze di P dalle rette a e b, si ha per rapporto d’omologia : 
descrive un cerchio, m’ descrive una conica, eco. 



Se p 


336. Mostrare che se P è polo d J inversione in una trasformazione per raggi 
vettori reciproci ed A 0 B 0 C 0 è il triangolo formato dagli inversi dei vertici di un 
triangolò ABC\ i lati di quest’ultimo sono proporzionali ai prodotti dei lati op¬ 
posti del quadrangolo PABC. 


(*) Il luogo è una ooinooide della curva C. 
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397. Se si sottopongano ad inversione i vertici d’un triangolo i piedi delle 
simediane ed i poli dei lati omologhi del triangolo dato e del suo trasformato 
sono il linea retta col polo d' inversione P. 

398. Se si trasformano tre vertici di un quadrangolo qualunque pigliando 
per polo d'inversione il quarto vertice, si ottengono quattro serie di triangoli 
simili fra di loro. 

390. Mostrare che le rette che uniscono i vertici di un triangolo ABC ad 
uno dei centri isodinamici incontrano il circoncerchio in punti che sono vertici 
d’un triangolo equilatero. 

330. Se i due punti P e Q sono isogonali rispetto al triangolo ABC, essi 
sono fuochi d’una conica inscritta in questo triangolo. 

331. Se conduciamo i tre cerchi che sono tangenti esternamente a due de¬ 
gli excerchi del triangolo ABC ed internamente al terzo, quei tre cerchi pas¬ 
sano per uno stesso punto (Steiner). 

Se si trasforma la figura per inversione assumendo il centro radicale dei tre exoerchi per polo e 
la potenza di questo centro rispetto ad ognuno dei tre exoerchi per potenza d’inversione, si vedrà 
ohe i tre cerchi del problema sono gli inversi dei tre lati del triangolo. 

339. Mostrare, ricorrendo all 'inversione, che il cerchio di Feuerbach di 
ABC è tangente all’incerchio ed ai tre excerchi. 

333. Dati due triangoli ABC, A'B'C 1 nello stesso piano, trovare il luogo 
dei punti M ed M' tali che le rette MA, MB, MC siano rispettivamente parallele 
alle fette M'A', M'B\ M'C\ 

334. Consideriamo una serie di triangoli aventi un dato ortocentro e che 
sono coniugati ad una conica. Determinare il luogo degli incentri di questi 
triangoli. 

335. Mostrare che se T, T x ,... sono dei triangoli inscritti ad un cerchio 0 

e circoscritti ad un altro cerchio 0', ir semiprodotto dei diametri di questi cerchi 
è uguale, in valore assoluto, alla potenza del centro di 0' rispetto al cerchio 0. 

336. Nei dati del problema precedente i due cerchi 0, O 1 siano invece due 

coniche Co-asiali. Le normali alla conica 0 nei vertici dei triangoli T sono con¬ 
correnti. Mostrare che il luogo di questi punti di concorso è ancora una conica. 

337. Determinare il luogo del secondo fuoco di una conica inscritta in un 
triangolo e della quale il primo fuoco è sulla retta d' Eulero del triangolo. 

338. La retta d' Eulero del triangolo ABC interseca BC con un angolo 

tale che è: tg oc (tg B — tg C) = 3 — tg B tg C . Trovare la relazione che lega 

gli angoli a, (3, y che la retta d' Eulero fa cogli angoli del triangolo. 

339. Dato il triangolo ABC descriviamo i tre cerchi A(r a ), B(r b ), C(r 0 ). 
Sia poi R 0 il raggio del loro cerchio ortogonale. Dimostrare che è : 

R* = ■ » - ■ [S a 2 r a * — 2 gWòc cos A — 2 abc%r a 2 a cos A -j- a 2 ò 2 c] (Mat. Gaz.) 

61 
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340. Sui lati del triangolo ABC descriviamo i quadrati. Siano c OJ c & , c c i 
centri di essi ed H l’ortocentro ABC . Conduciamo da questi centri le tangenti 
ai cerchi HEAF Ì HFBD , HDCE . Se £ r è una di queste tangenti, mostrare 
che è * 

2V = 4 A (2 cotg (0 + 3) 
essendo r = 1, 2,.. .. 8. (Tucker). 

341. Mostrare che se una conica è circoscritta al triangolo di riferimento 
ed ha i suoi semi-diametri paralleli ai tre lati del triangolo rispettivamente 
uguali a d yi d tì d ZÌ la sua equazione è: 

a b c 

d^x d£y d z l z °' % 

343. Nell’angolo A del triangolo di riferimento ABC conduciamo la biset¬ 
trice interna che incontra BC in L e la bisettrice esterna che incontra lo stesso 
BC in L\ Allo stesso modo sui lati CA e AB pigliamo i punti M } M' ed 
N' rispettivamente. Mostrare che l’asse radicale comune ai tre cerchi di dia¬ 
metro LL\ MM\ NN 1 ha per equazione: 

(ò 2 — c 2 ) bcx -b (c 2 — a 2 )|oaj/ -b (a 2 — ò 2 ) abz = o. 

343. Essendo G il baricentro del triangolo di riferimento, mostrare che 
esso è centro della conica rappresentata dall’equazione: 

— + — | 1 —Q 

ax by cz 
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FORMULARIO DEL TRIANGOLO 


Bisettrici. 


1 AL=-^~yJbcp{p — a) ì BM == —- \acp(p — 6), CN=-^^\Jabp{p— c). 

SM=*ù>^?¥-, CW-SU.^E’L. 

(b-+-c)rr a (a + c)rr & (a-\-b)rr 0 

_ 778 . rr a 4-nr,, 

3. AL =4rr a --—, ecc. 

(r-fr 8 ) ? 

4. AL'= ^—~ c V&c (i> — &) (p —- c), JBAf ' = (i> — à)(p — c), 

CN ' = —Vaò — a) (p — b). 
a — © 

„ -rrfi . rr a + r 6 r c 
A. AL' = 4 r»r e -^ , ©oc. 


°°(n-r e )*’ 

2A 2 A 


«. AL'=» a V6^~ BJT— 7 --—V^; <?#'=:—rr—V^n- 

(b—c)r b r a (a~c)r a r„ (a—b)r a r b 

T. MN-==4A;-^-, jyZ,=4A 7 --r, L3f=4A 7 — 

(fl-4~ò)(<x -h c) (flt-f- ò)(ò ~h c) (ò~i~ c)(c -f- fl) 

8. M'N'= 4A . ff—r , N'L’—4:&- -—-, I« , lf , = 4A .-^—-• 

(a-6)(a-c) (a-ò)(ò—c) (a-c)(ò-c) 

». L'AfW=-^-, jf'y'L^- 1 ^- , 

4(jp— c) 4(^>— a) 4Q>— b) 

UJ a 

10. LMN= ^, ecc. 

4kp 

11. LMN=2b- - ;v — - --, eoo. 

(6 “h c)(c -+• ”h &) 

1». WL=24-- x .- a6 - ~--, L'N'M=2ik— - 000 - • 

(6 + c)(c + a)(a 6) (ò—c)(a— b)(a -f- c) 
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bc* 
m* 
« * 


13. LL'M=2& 
«4. AE—2 

15 . AF=c 

16. BL = 

17 . LD= 

18. A'L-- 


abc 


(o + c)(6* — e*) 1 


LL'N= 2 A 


oòc 


« » 


BF=2 


BD=a 


ca * 


2 * 


CD=2 


(a + ò)(ò ? —c ? ) 

ab 2 

m* 


19. 

90. 

91. 

99. 

99. 

94. 

99. 

96. 

9T. 

96. 

99. 

90. 


LD X = 


ac 

b + ~c' 

(j> —o)(ò —c) 
ò-j-c 
a(ò— c) 

2 (6 4- c) ’ 

jp(6—c) 


m 1 


CL= 


2 » 
ab 

b —f- c 


CE=6 




A'L' = 


a (6 -}- c) 


L'Di= 


2(6 —c) 
(p—&)(fc-+-c) 


L'A = 


6 —|- C & “* c 

uy=*.*+V, jot— 4*+V> arar—y+V. 

8p. aòc 


(p—6)(&+c) 
b —c 


l a lt,lc —A 


““ A 

W.=A 3 


(a+6)(6 + c)(c-f-a) 
8 aber 


(a — ò)(a —c)(6 — e) 

_ 32 fi 

r (a -i- ò)(a+c)(6+e) 

8 A* 


-A 


++ —r 

82 fi 


y^u^=A s 


p (a— b){a — c)(6 — o) 
64a*5*c* 


W.Wo=A 5 


(a*—6*)(a* — c*)(i>*— e*) 
1024 fi* 

(a* — 6*)(o* — c*)(6* — e*) ' 


‘a ==4rr 0 —-—, eco. 

(r — r„)* 

1 1 

- —, ecc. 


1 


V 


Nota. Alcune fra le formule che precedono e molte fra quelle che seguono sono 
ottenute mediante una trasformazione detta continua , studiata da E. Lemoine. 
L’idea fondamentale di questa trasformazione è la seguente: supponiamo che la 
base BC del triangolo ABC resti fissa nel mentre che il vertice A si trasporta 
all’infinito da uno dei lati di BC per ritornare poi nella regione finita dal lato 
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opposto. Il triangolo fondamentale ABC si trasforma allora in un nuovo triangolo 
ABC, ed ogni grandezza relativa al triangolo primitivo si trasforma nel nuovo 
triangolo. Cosi gli elementi a, b, c, A, B, C si trasformano rispettivamente in 
a, — b, —c, — A, tz — B, 7 C— C: gli elementi r, r ay r bì r CÌ R, A si trasformano 
rispettivamente in r a , r, — r CÌ — r bì — R^ —A, ecc. 

Ogni relazione fra alcune delle precedenti grandezze dà così luogo ad una nuova 
relazione. (Vegg. Mathesis , II, 1892). 


31. R = 
33. R = 

33. R = 


Relazioni fra i raggi. 

(r a + r b ) {r a r b + rr c ) 

4 r a r b 

(n -b r e ) (r b r c -4- rr a ) 


4 r b r c 


àbc 


14. R = 


— 6 ) (J> — «) 
bc 


2 h a 


2 rp* 


SS. R—-- -—-— 

b a /i b -b h b h 9 — f- h a h 0 
»6. r a r b -b r b r e ~b r a r e = ^p 2 . 
_1 
4^> 


ST - - B=!as ( r « r &) ( r & r o) ( r c 4- r a ). 


(p —• a) (p — fr) (ff — c) 
JP 


'• r =\/ 

ro = y f p(P — b ) (P~ c ) 

° V p—a 5 


a» 

SO. r 3 


ecc. 


41. 2 r = 


àbc 

(a + b 4- c) 3 

72 


. h a hfrh a . 


_ SL“ 


XX 

àbc 


\/— 
V iz 8 — 




4ir — ilZ 1 
2 A 


4*. 2 Rr = ——---, 

2 A a+5+c 


2 I2r a : 


2 A 


aòc 


2 A b ~b c — a 


43. 2Ifr 




1 1 

44. — = — 

r r a 


a-bt-fc 
_ 1 _ 
n 


r- 


_ 1 _ 

A. 


A* 


A. 
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812 


45 

46. 

47. 
46. 
40. 
16 
fi. 

59. 
56. 
64. 

55. 

56. 

57. 

56. 

50. 

60. 

61. 

66 . 

66 . 


. 4i? 8 + HA* 4- HB 2 ■+ HC** 


. r a ■+• r b -f- r c = 4 R 4- r. 
r* + r„* 4- r» 2 4- r„ 2 
r. r„. rj. r e = A* = A . pr. 

r .r a .rt,.r e = &r a (p — a) = Ar b (p — 6) = Ar e (p — c). 

V» 4- r a r e — r b r e =p (2 a — p). 
r b r c 4- rr, = 6c. 

(r b 4- r c ) (r„ 4- r a ) (r a + r b )=A Rp 2 . 

( r a 4- r b ) (r a + r c ) (r b — r) (r e — r) = ò 2 c 2 . 
r 8 2 + r> 2 4- r c 2 — (4 R + r) 2 - 2p 2 . 

(r a + r 4 4- r e ) 2 = r fl 2 4- 4- r «* 4- 2^> 2 . 

(r c — r) = 4R. 

\ rr 0 / 

i i . i 1 1 , 1 

r a R + 0I a R — Ola 1 r b R 4- 0I b R -f- 01 b 1 

R{r a + n)(rb + r e )(r e + r a ) = A 0 2 , R(r b -\-r e )(r b — r) (r c —r) = A 


a 

i 

b 

1 

c 

2 



r aTo 

r a r b 

- A 


i 

rn 

rr e 

- ( 7 ) 

r 3 

~r 

re 2 + 

r b 3 

- \P 


(—4-lj(r. + f*)-4fi. 
V Vi / 




a- 


(^ + l)<r. 

\ rr c / 


r) = 4 12. 


(r a — r) (r 6 — r) (r c — r ) = 4 12r 2 . 

(r & — r e ) (r c — r a ) (r a — r b ) — = (b — c) (c — a) {a — b). 

P 


64. (r a r) (r b + r) (r c + r) — = (b -+• c) (c + «](«+ &) 


nr c 

r 2 


r a r b + r a r 0 — r b r e = p (2 a — p). 


r b r e 


65. 

66 . 

67. 

69. 

69. 

70. 

71. 

79. 

76. --- = 


- 3 — 


r a r b 


a b c A Rr 

r a 3 + r b 3 + Ve = (4 R 4- r) 3 — 12 Rp 2 . 

1 1 1 _1_ 12 R 

r a 3 r b 3 r c 3 r 3 A 2 
Vi = p(p — c). 
rr e = (p — a) (p — 6). 
rr a = (p — b) (p — c). 

1 Ì J_ 

/t a 


(^? 2 H- ^ 2 — 8 ifr). 



Digitized by 


Google 


ecc 

2 , ecc. 



Er = 


Rr a = 


74 . — 

75. 

76. 

77. 

76. 

79. 

60. 

61. 

69. 

63. 

64. 

65. 

66 . 

67. 

66 . 

69. 

90. 

91. 

93. 

93. 

94. 

95. 

96. 


r* 2 r* a 2 

~^ r b 2 r c 2 A 2 

% / r a r b r e 


V r 

— p. 

h b -\-h e 

h e H~ h a A a -f- 

r a 

5 

- 

<? 

li 

r a r b r e 

Vi + V. + Va 


h a h})h e h a h b —(- h b h c -f- h c h a 

t v t 

1-'.1-1-- a \ b ; c. 

r a r b r 0 


àbc 
4 p 


àbc 


4(p —a) 


~ 2 ~ ( ar a + br b 2 -f cr c 2 ) = 2 R(4 R + r) —p 2 . 

Y~ {a 3 r a + b 3 r b + c 3 r„) = r 2 (4 R + r) + p 2 (2 R + 3 r). 

•* 

(>ar 3 + W + cr„ ! ) = 2 R (4 R -+- r 2 ) —p 2 (6 R — r). 


2 P 

«V. + br a r 0 + cr a r b = 2 A (A R -+- r) 

ar c brr b 
— 


crr a 2 T 1 

~rf~ = |_ 2 R (P ~~ + r « R + r ) J ' 


a*r„ + b 2 r b + c 2 r c = 4 jA (A’ — r). 
p 2 — r (r a + r b + r e ) = -L (a* + 6* + c 2 ). 
r (4 R + r) = a (p — a) + (p — b) (p — c). 

2 r(r 4 + r # +r t ) = o(p-o) + 6(p-6) + c(p-c). 
8 Rr -f- 2 r 2 = a (p — a) + b (p — b) -+- c (p — c). 

(p — a) 2 + r a (4 R — r„) = -ì- (a* + b 2 + c 2 ). 

A 

[P* — 6 Rr — 3 r (4 R + r)] == ì (a 3 4- ò 3 + c 3 ). 

2 

ili/ \ 

^ + 7j = ‘-& r ( pt+{p - a) r 

Ìf + = ~b [ (p ~ b)t+{p - c)i ]■ 

^ + 2 k[ (&+c)!+a *]- 

i 1 ir n 

^ + ? = 2Fr- c)!+ 4 
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91. (V - r„ 2 ) (r 0 * - r 2 ) = a* (ò 2 - c 2 ). 

98. (r + fa) (r» + r„) = a (6 + c). 

99. (la — r) (r 6 — r e ) = a(b — e). 

199. 2ir e =o (jp — a) + b(p — b) 4- c (p — c). 

191. 2 B + r tt = jajp* — 6 (l> — e) 2 — c — 6) 2 J • 

109. R + r = -i- £a 2 (p — a) + 6* (j> — b) + c 2 ( p — c)J • 

109. 2 R — r = (jp — a) 2 + b (p — è) 2 + c (p — c) 2 J • 

104. 41J+i-= ■— Jory* + br a r, + cr a r»J • 

105. 4 Rr 1 = (r a — r) (r b — r) (r« — r). 

2 ab c 

loe. — (2 .B 4- r a ) =-j-1- 

A r & r e rr b rr 0 

107. a 3 r a 4- b 3 r b 4- c 3 r c = 2 p (4 Rr % 4- r 3 4- 2 i2p 2 — 3r^? 2 ). 

108. r a òc 4- r&ca 4- r c ab = r [(4 R 4- r)* 4-l> 2 ]. 

, 109. cr b — br 0 = — (p — a) 2 (6 — c) = (6 — c). 

r T a 

110 . br b — or c == — (6 — c) = —^ (&— c). 

r a r 

111. cr & 4- br 0 = — (412 4- r 4- r a ). 

r a 

119. br b 4- cr 0 = p (4 R — r — r a ). 

113. a - b — c = 2(p — a) (2 22 4- *«)• 

111 (jp —a) 2 4-8 i2r a 4-r* 2 

114. -1-1-;-- —- Tpi - 

r a — r 7* a 4- r & r a -+- 4 

119. br 0 4- cr& — ar =» 2 (p — a) (2 jR 4- f). 

110. ar b r 0 = ap(r — a). 

117. r a r b 4- r a r § — r b r 0 =p (2 a — p). 

110. rr 0 -\-rr b -\- r b r e =p* — a 2 . 

110 . ar a 4- br b 4 - cr e = 2p(2R — r). 

190. cr = (p — c) (r 0 — r). 

191. cr e = p(r e — r). 

199. a 2 4- b 2 4- c 2 4- r 2 4- ^a 2 4- n 2 -+■ r 2 — 18 R 2 . 

193. a 2 4- & 2 4- c 2 = 2 j? 2 — 2 r 2 — 8 Rr. 

194. p % 4- r 2 4- 4 Rr = a 2 4- & 2 4- c 2 , 

„ a 2 ^ ^ 

135. S-= — (2 R — r). 

r b r c A 
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1»«. Sa*(p — o)=4A(22 + r). 

Iti. 2<j> — a) 3 =p 3 — 12Ai?. 

1*8. S <* 3 (b— c) 3 =- 12 A 22 (a — 6) (6 — c) (c — a). 

U9. 2 = 3p. 

t c — r 

UO. 2 - — — — = 2 p (2 22 r). 

r a — r ^ ’ 

1S1. r a 4- r e = B jR -f- r (eoe A -f- cos B -f- cos C). 

i#a -4 i? (7 

!•»•> *Wo = àbc cos — cos — cos — • 

2 2 2 

... ABC 

■as. r a r b r e cotg — cotg — cotg — =p 3 . 


Formule riferentesi ai centri I, I a , Ib, le, 0, O 9 . 


134. Jl a = a 


1 be 

p(p-a) 1 


(p—a)(p—b) ’ 


Uh = b 


\J p(j,-by 




«’-vtó* 

•ae. II a 2 = AR(r a — r), II*= éR(r b — r), 2/ 0 2 =422(r o — r). 

131. XJf + TJ?+ ÌH? = %R(±R + r). 

138. ÌZ* + ìV+lTc 2 + TJh 2 + lJ? + lJ <) 2 = 48R 3 . 

13». ~0J* = 22* — 2 Rr. 

140. Ola = 22* 4- 2 Rr a , ecc. 

*4 !• Ol 4- 0 J a 4- 01* -f- 01* = 422* 4 - 2 22 (r a ■+ r s -f- r 4 — r*). 

14». 3 (OZ 2 + Ó? 4- Of» 2 + 9 ) = 4 4 - 4. Off 2 . 

143. 0.4’ 4- OS' 4 - 0C'= 224- r. 

144. OB'+OC' — OA’=r a — R, OA'+OC—OB'=r t —R, OA'+OB'—OC'=r 0 —R. 


Distanze di 0 dai lati di ABC : 


145. d a = 


a (m 2 — 2 a 2 ) 


b(m 2 — 2b 2 ) 


c(m 2 — 2c 2 ) 


Se P è la proiezione di I sa BC e B\ C' le proiezioni di /' su AC e AB 
rispettivamente : 

A 

146. 11'= — . 

P 
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AB A C 

147 . IB— — cotg —, 4C = — cotg — 

p 2 p & 


148. IB' = 


2 A 


■ eoa* 


p 2 ’ 

149. AI.B1. C/==4i2r* 

150. AI a .BI i .CI c = éRr a t . 

151. //„. 44.. I/o = 16 R* r. 
150 . 4,4 • 44 - 44 = 16 K*p 

Distanza di 0 da BC: 


C rn , 2 A t C 
IO' —-eoa* -z-- 

p 2 


153. 

d a = -7 (r + r a 4- r 6 - 

4 

-r 0 ). 



154. 

04 a = 

■ R? — 2Rr. 



t 

155. 

Ó4*= 

■■R? +2Rr a , 

04»*=4*4-2i2r», 

01* = 4 2 + 2 4r 0 . 

156. 

44=) 

tì r 
1 

O 

IB = V 

/ P-» 

/ «e , 

lC = J ab P^Zl. 


V 

V 

' 2> 

V P 

15T. 

44 = 

V* p « 

V p — a 

45 = 


Ie C=\j ab ——— 

V i> —C 


Poiché è - 

2> _ 

p — 6 

è; 



— a r * 

p — e 




156. 

44=1 


45 = ’ 

/“V 

/<7 =\ 

/tó-- 

f *V, 

159. 

4 , 4 = 

V/-T’ 

4,4 = 

\/“t' 

I*c=\ 

] ab — 
1 n 

160. 

4»4 = ' 

I *1* 

1 .8 

4^8 = 


I»c = \ 

/ ab — 

161. 

4.4 = 


4*5 = 


4.C=^ 

] ab — 
/ r 0 


169 


163 


v n v *v _ » » o _ 

<• *-£*!*£? 
i. I a B = \/ ac^—-, eoe. 

V i? —a 


\ 
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165. I b A 

166 


•\Jbc P ~, eco. 




161. IL = a 


V bcrr„ 


r a (b ■+■ c) ’ 

168. IL. IM. IN = À 


T , \bcrr„ 

l a L — a —--, eco. 


r (6 + c) ’ 
16.B*»-* 


( a + &)(& + c) (c + a) ’ 


eoe. 


169. IaL.I b M.I e N= A 


16 2JV 


116. IaL.I b M.I 0 N= 
?2 


(a -+- b) (b + c) (c + a) 
4 i?rp 2 


} 0CC. 


ITI. 

ni 


òc 

bc 


ai; 


BI 

ca 

ca 

BI? 


ha~h h b ~h h 0 — r 
2 —2 


CZ 

aò 

aò 


= 1 . 
= 1 . 


IT 3. AI -f- l ?/ 2 -f- (7J 2 = ab + bc H- ca — 12 Rr . 

1T4. AI .BI.CI=4:Rr\ 

115. 0 9 /=-|.-r. 

116. 0 9 / a = — 0 9 /(, =+r 9) 0»/, = -+- r,. 

Distanza di 0 9 dai lati di ABC: 

111. d 9 = rcos4. 

Distanza di 0 9 dal vertice .4 : 


118. d 0 * = 


i2* + « 8 


119. 050= 


16 A 


a*, 


«“ 4 ^ 


a AB = —— v*. 
16 A T 


186. I a BC—— ar a , IhAC = — br b , 7*45=-ì. or*. 

181. IaBC -- - * a ( r> + r °) - , eco. 

2 \r b r c + r 0 r a -\- r a r b 

189. AAA + D t E t F t -+- DjAA — DEF = 2 A. 


183. D-E7 7 . D, AA. AAA • D 3 AA = 


A® 


16 R* 


S17 
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184. AI 


185. AI = 2a 


B C 

p sen — sen — 

A B C' 

cos — cos — cos — 

2 2 2t 

B C 

sen —sen — 


sen A 


, B C 
186. AI = 4 R sen — sen — * 


187. Ala = 


P 


A 

cos — 


188. Ha = 


cos 


A 


£ 

188. Ila = AR sen — • 


180. U 


2 

a A 

-- = 4 B cos — • 

A 2 


sen ■ 


______ jyi 

181. 0H 2 = — (1 — 8 cos A cos B cos C). 

——2 9 a 2 b 2 c 2 — m 2 (2 — p 4 ) 

•° H —— 

108. OH 2 - —f(3 cos S cos C — sen B sen Cf + sen* (5 — C) 
4 sen 2 B L* 


Distanza di 0 dai lati di ABC : 
184. d 0 = cotg 4. 


Distanza di II dai lati del triangolo stesso: 

d 

195. d h =- 7 cos cos C. 

sen ^4 

D 2 

196. d 0 . d* = — - cos -4 cos J3 cos <7. 

2 

197. O 9 J + OgI a + 0 9 2& + OgZ? = 6 i2. 

199. O 9 J + Ogi® + Cglf) 4* OgI C = 2 i ? 2 w 2 . 

188. IOH— A- (o — ft) (6 — c) (c — a). 

O T 

800. I a OH = —— (b — c) (c + a) (a + &). 
o r a 
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*Of 

*09 


Formale riferentisi alle mediane, baricentro, ecc. 

. ìjW — 2^ 2 —2(422 4-r))J- 

Q<? = y [9 22* - 2 (p* - 2 (r a + r» 4 - r,) ) J •, 

= 22 2 --| (p 2 -r(422 + r))- 


*0*. OG = 

*04. OQ 2 = R ì — -ì-m 2 . 


*05. IG 2 = -i- 4 - r* — 16 Rr ). 


9 

*06. IG 2 = — a)* 4- 5 r„ 2 4 - 16 22r»J • 

»o». + 

OD O 

*08. !© 2 4-^ 2 4-2»<? 2 4-£<? 2 ==l6 22 2 — j m\ 


Distanze di G dai tre lati di ABC : 


2 A 2 A 

*09. d a = -J±, d b 


2 A 


8a ’ 6 36 * °~To 

*10. SCIÒ 2 4- BÒ 2 + ~CG 2 ) = m\ 

*11. 12(I 7 ff a 4-^ 7 » 2 4- C 7 ff 2 ) = m i . 

* 1 *. m a . 4(? 4 - m». BG 4- m e . (7(2 = -ì- m 2 . 

2 

MS. m 0 . -4'(? 4 - ra & . #'(? 4 - m c . C# = 4 " m? * 

4 


«14. 


- — -g- = 9 ò 2 , 


8 ^ra & 2 4- ra c 2 -ì- ra 0 2 j = 9 a 2 , 8 ^ 

8 |m a 2 4- ra & 2 — ~ = 9 c 2 . 

Porzione m' a di mediana m a compresa fra le altezze corrispondenti a B e Ci 
Ua (b 2 — c 2 ) 


«14. Wl’a 4 Wl a ■“ J Z -q \ /Q ò 1 xò-ò\ * 

, (3 ò 2 4- c 2 — a 2 ) (3 c 2 4-& 2 — a 2 ) 

Ji , 0 (ò 2 — c 2 ) cos 4 

«16. m'a = 2 m a - y 


(ò 4 - c cos .4) (c 4 - b cos .4) 
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Porzione m' a di mediana m a compresa fra le bisettrici di B e C : 


*17. m f 0 = (b — c) 

*18. 

*19. 


2 am a 


O a OiQ e g A 3 a j 62( , 2 


(2 c —j- gl ) (2 ò *4“ gl) 
2 


4 A 3 
^—9 ’w» 


4 A 3 

(?© (? _. ecc. 


9 a 2 c 2 ’ 


** 0 . 

** 1 . 

***. 

**3. 


ig= t oi. 

0G = 2.GI. 
IG=jOH. 

3 a* — 6* + c 2 
-6«-> 


8 6* + a* — c ! 
-^-’ 


AG e 


9*4. 

6a 

-e 2 8 ò 2 + c 2 — a* 

—> -66-’ 

BG 0 = 

935. 

®* e *- 4 36c ' 

n n a 4m * 

GaG ° ~ A 3co ’ 

(?«<?* = A 

4m e 

3 aò 

996. 

bc 

oc aò 



ii 

i 

l°* - 
n 

i 

"K> ' 



997. 

m a = — V 2 (6 2 4- c 2 ) — a 2 . 




**S. m a 2 -f ra & 2 4- m c 2 = — m z . 

4 

**9. 4 rria = 2 (ò 2 4 - c 2 ) — a 2 , 4 m 6 * = 2 (a 2 4 - c 2 ) — 6 2 , 4 m 9 % = 
*30. 4 (w a 2 4 - ra & 2 4 - wi c 2 ) = 3 m 2 , ecc. 

*31. 16 (ra a 4 4- ra& 4 4- m 0 4 ) = 9 (a 4 + & 4 4- c 4 ). 

*3*. 4 ra a 2 == (fi 4- c) 2 4- (&— c) 2 — a 2 , ecc. 


*33. AX =— — à)(p — b)(p — c), ecc, 

GL 

« 4 . [ax + by + cz)(-^ + A ? + -^)-^{\ + 


985. AX 4- BY 4- CZ — —— <*. 

2 H 


*86. GX= --—, ecc. 
2 a 


*37. ABX-- 


r ’ 4 sor -** 4 


2 a* ’ 


- CAZ= — 

26* ’ 2c* 


Digitized by 


Googk 


3 c 2 4- ò 2 — a 2 
6 c 

3c*4a s -6* 
6 c 


2 (o*4-6*) — 
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238. AYZ^b-r^, BXZ = b,-X-, CXY = A - 7 -^rrr • 

4ò 2 c 2 4a 2 c 2 4a 2 6 2 

a 2 . 8 2 . y 2 ^ 

*3®. XYZ— A-“—— • 

4aW 

Porzione h' a di altezza compresa fra le bisettrici di B e C: 
c — b 

340. h' a =pr —-- 

* a 

(c — b) (p — a) 

*41. h' a = -—- *• 

_ r a 

242. HI 8 = 4 (J ? 2 4 - 2 i2r) + <* — m\ 

243. 22J 2 = (2.R4-r) 2 = 2t' 2 — p 2 . 

•44. £T7 2 = 4 (£ 2 — ifr) 4 - 3 r 2 — jp 2 . 

945. /17 a * = 4 (.R 2 2 Rr a ) 4 - òc — ca — ab — m 2 . 

946. ffls* = 4 (i ? 2 4 - 2 Rr b ) — be -I- ca — ab — m 2 . 

247. HI? — 4 (i ? 2 + 2 iir 0 ) — 6 c — ca + ab — m 2 . 

248. mf^dR* — 2(p 2 — r&R + rj). 

Distanza di H dai tre lati di ABC : 

24». <? 0 = ^ (m 2 — 2 6 2 ) (m 2 — 2 c 2 ), <?» = ^ (m 2 - 2 a*) (m* — 2 c 2 ), 


<2 e = (m 2 — 2 a 2 ) (m 2 — 2 ò 2 ). 


a 2 . y 2 


*"■ HAC --s T' 

a 4 . y 4 B 4 . y 4 

nrnr— ^ ‘ 


351. 


32 a* A ’ ECX 32 a 2 A’ 


HAB = 


©cc. 


a 2 . (3 2 

16 A 


Centri isogonici. 


989. AV+BV+CV 




2 A V3- 


253. .4 F 2 4- -B F 2 4- CF 2 = ?- — —— 

2 ^3 


254. 4F a + B7 2 4-CF‘ ! =^ — 

2 21J V3 


m* 


aòc 


255. ^F ,a, 4-13F ,2 4-C , F ,a =^ -+- 




abc 

2RYs 


21 
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Simediane, pnnto di Lemoine, ecc. 


956. BR = 
*5». CR = 


ac* 


6* + c* ’ 
ab 2 


CS = 


45 = 


fca 2 


4r= 


cò 2 


/.* 


a* ò 2 

“■ , OT--“— 


-a* 


ò 2 


6* + c 2 ’ 

2 be „„ 2ea 2 db 

956. AR = m aVTV> - BS=m b 


*56. BR'= 
960. AR'= 


oc* 


c 2 — 6* ’ 
àbc 

c* —6* ’ 


5 ^ c6 2 

CS 1 = - 7 —ri 42” = 


235 = 


c 2 — « 2 
abe 

c 2 — a* ’ 


OT' — 


ft 2 —a 2 
àbc 


961. RR' — 2 


ab 2 c 2 


55 = 2 — 7 , 2T' = 2 


ò 2 — a 2 

eh 2 a 1 


b*—a 4 


c 4 — fe 4 ’ ' ” c 4 — a 

Distanze di iT dai tre lati di ABC: 

... crjr-2*Ii- 

m 2 m 2 m 

964. RK=2a i bc "~ - a —r, SK=2b*ac —-, TK=2#àb 

m 2 (ò 2 + c 2 ) m 2 (c 2 + o 2 ) w 2 (oM 

965. 45, = 2 6c , e valori analoghi per BK t1 CK 3 . 

1 rt “ 


P*) 


966. Mi = 2 a*6c 


a* (& 2 4- c 2 ) 
m 


, e valori analoghi per #2T 2 , TK Z . 


m 2 


967. KK x =&a % bc-^r, e valori analoghi per Mi, -K£T 3 . 
a 2 ra 2 

966. K 2 K 3 = 2 òc 0 valori analoghi per 1T 3 .EÌ, 

969. 4A-^-, K a K e = ±A J5T a *- 6 = 4A 

m 2 m 2 

970. BE a = 2^2 («*—& 2 +3c 2 ), 4^=^ i (6 2 -«*+8c 2 ), C5;=^(a 2 -c 2 +3& 2 ). 

971. Cff* = (6 2 —c*+3 a 2 ), 42T 0 = ^ i (c 2 -a 2 +36 2 ), BK c = ^{c'-'b+$d). 

979. K 1 K' a = A —£T~i J2iJr» = A-^-, K 1 K' e = A-^-- 
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*7*. K t K a " = A 


= A 


K t K e " = A 


W" = a4J., IW = A-^-, K 3 K 0 "' = A 


7 — - ^2 7 3"“-C —^ -yr 


976. HK=2abc 


sen^lsenBsen (7 
senM + sen 2 J5 -f- sen 2 (7 


2 X 5 . KIT.— a sen,isenZ?sen C _ senksenBsen C 

senM + sen 2 B -f- sen 2 (7 ’ b 0 sen 2 A + sen 2 J5 -+■ sen 2 (7 * 

376. gg= 2 gòc -^ P * ~ W< ■ 
m 2 y2n 4 — 

977 . {*) = 7 ? 2 _} - ~ 6 ^ 2 ) ~ m *) 

2 ra 4 

378. ( l ) GK* = (6 m 2 n 4 — m 6 — 27 o*6V). 

379. GOK= _ — ^ ^ ( c * a *) 

12 .prm? 

Il primo cerchio di Lemoine sega i lati BC\ CA , del triangolo ABC 

rispettivamente nei punti: DD'EE'FF'. 

»*• "’-S-' • bd --^. <»-■£• 

*** 

.sa. DF-^V*, FE=±.yfc, JU>_-fLVS 


•V< ED=~yjn\ 


383. AE' 


386. -4E’ = c 


BF' = 


& 2 + c 2 


-, CE' = b 


a 2 + 6 2 


38». DD’=—, EE'=—, FF' = 


Distanza fra la retta di Lemoine e la retta di Brocard: 

, A 8 Rm 2 

666. d = A-:•■ . 


n 4 ym 4 — 3 n 4 

Distanza di 0 dalla retta di Lemoine .* 

38». d=-- 

4 (m 4 —- 3 n 4 ) 

Distanza di iT dalla retta di Lemoine: 
o , 24i2 A 2 


669. d = 


^ 2 yjm 4 — 3 n 4 


( 1 ) Iosmoinb, Congresso di Marsiglia. 
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Punti di Brocard, di Nagel, di Gergonne. 


b 2 C 

289. QA = ——, QB = 


c*a 


n 2 7 n 2 7 


QC= 


a 2 ò 


290. 

291. 


c 2 ò 

!M = —, Q'B = 

n % 

Q f == Vg 4 —7i 4 . 
n* 


a l c 


n 


T ’ 


l'<7 = 


ò 2 a 


% 2 


«•a go-go-g fr-^+^r- 18 * 
% 9 %. yo yu .k ^_ r ( 4i2 + r ) j *_ l _ 4A 2 

«93. QO - Q'Q -, i 4^ ~ r {Ta + r> + r ° )]2 ~ 12 A ' 

[i>*-r(f. + fi + n>)] 2 + 4 A* 

2 ~ _ T a 3 c 4- ò 3 a 4- a 3 ò . “1 

«94. Q = r [|>* — r (4 £ + r)] 2 — 4 A 2 ~ 


• (4 .R -+- r)] 2 — 4 A 2 
——2 ~ ^ f 4 - ò 3 c + c 3 a .1 

295. QI = J2r Lb* — r(4iJ+ »•)]* — 4A 2_1 J 

2 Rr 

«96. 


r(4iJ + r)] 2 

n p„ |— ' ~I 

QI = —— I a 2 6 (a — b) 4 - & 2 c (b — c) 4- c 2 a (c — o)J (Catàlan). 


_ 2 £2 

292. Q0 = Q'0= — (q 4 -n 4 ). 

n 4 

«99. QÓ 2 = a 7 Ò 2 = J R 2 — 52.02’. 
«99. 22’ = Vg 4 — n*. ^ ^ 

71. 


300. yy = oq 


4 rii 2 


301. QI+Q’I=8^~ £p* (2 5 - r) - r (4 R + r)*J • 
Distanze di Q e Q' dai tre lati di ABC : 


abc 

b 

, _ . abc 

c 

, „ . abc 


j 

db = 2 A —— • 

» 

d 0 = 2 A — 

n 4 

c 

n 4 

a 

» 4 

abc 

c 

. abc 

a 

„ . a&c 



* 

11 

U> 

1 


d e = 2 A — 

n 4 

6 7 

n* 

c 7 

n 4 


b 

b_ 

a 


Distanze di Z (punto medio del diametro di Brooard OR) dai tre lati di ABC: 

- b 2 m 2 

, m 2 (2 n 4 — g 4 ) 7 0 ° ra 2 (2 n 4 —g 4 ) 


, a 2 7i 4 — a 2 m 2 , . 2 71 4 — ò 2 ttì 2 , ^ A 2 n 4 — & 2 m 2 

304. 4==2Aa-r—--, <4 = 2A&- 

m 2 (2n 4 — g 4 ) 7 < 


(*) Il massimo di SÌSÌ' è la met& del raggio del oireonoerohio del triangolo fondamentale. 
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Distanze di Z' dai lati di ABC : 
2 A 


305. d a = 

306. d b = 
30*. d c = 


a 3an 4 (2w 4 — q 4 ) 
2 A 


— (2 n 4 a 2 m 2 -b ra 4 ò 2 c 2 — 2 n 4 g 4 ). 


. t (2 n 4 b 2 m 2 -f- m 4 a 2 c 2 — 2 n 4 g 4 ). 
Sbn 4 l2n 4 — q 4 ) * J 

2 A 

— (2 w 4 c 2 m 2 -f- m 4 a 2 ò 2 — 2 n 4 g 4 )„ 


3 en 4 (2 w 4 — g 4 > 

Distanze di S\ punto medio di QQ' dai lati di ABC : 

A A A 

306. d a = — u (ò 2 -b c 2 ), = — ò (a 2 + c 2 ), d c = — c (a 2 + ò 2 ). 

n* n 4 n 4 

e pel suo corrispondente si ha: ' 

309 K “' +iV) ' d, ~bi^i^ < - m ' b ‘ +aV> ’ 


d< = 


2 A 


c(< 2 4 + 3n 4 ) 


— (m 2 c 2 + o 5 ò*). 


Distanza di Z>, centro d’omologia di ABC e del primo triangolo di Bbooard 
A X B 1 C 1 dai lati di ABC (queste distanze sono inversamente proporzionali ai cubi 
dei lati corrispondenti): 

. „ . «W 1 J a* 6 *c 2 1 _ «W 1 

aio. d a = 2 A— --, db = 2 A— 7 — • -rr, d c = 2A—— • — • 

w 4 a 3 n 4 6 3 n c 3 

Pel punto corrispondente D\ polo di £2Q' si ha: 

. 2 A . 


2111 

1 

1 10 
|ì> 

ì 

W 


2 A 


à • ** 3 

9. 

1 «6 — 

2 4 

316. 

SH* = 9 J2* - 

m* 

' 2 " + 

iJ*m 4 
4 Ti 4 

313. 


V? 4 - 
- /-—:— 

n 4 


314. A X B X = c 


V? 4 —i 


m* 


eco. 


Confrontando questo valore con quello dato dalla 313 si ha il rapporto di si¬ 
militudine dei triangoli A X B Y C X e ABC, cioè: 

315. 2 L 

a 0K Vi —3tg*ù> V 2 4 —n 4 

310. jffT 8 = 4J2*-8Pp*, 2iZ-r 


(4i? + r)* 
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317. ^T S = 4i2* — 85p*. 


2 R — r 


318. Or 2 = i2*-4pA 


(r. 4- n + r e y 
E 4- r 


319. or =12* —4i>A 


(412 H- r) 2 
12 + r 


390. ir = r 2 — 


0*a + n + r c ) 2 
3 A* 


391. ir = r 2 — 


(4 E + r) 2 
SA 2 


12 -h r 


399. OJ 2 = E — 2r. 

393. OJ 2 =2>* H- B r 2 — 16 12r. 

335. OJT = -(fe-c) (c-a) (a-b) - 

336. T5* = *&- Jg~ (2J-r). 

Distanze di J dai lati di ABC: 

2 A 2 A 2 A 

337. d.= ~(p — a) d»=-(p-b) d e =-(p- c). 

388. d a = — (p — a) dt, = ~ (p — 6) d 0 = — (p — c). 

ab c 

333. d„= — (jp — «) d h = — (p—b) = — (p — c). 

p p p 

Distanze di T dai tre lati di ABC: 

2 A 3 1 

330. d« = — — -- • —--r, eco. 

j>(<*—^> 2 ) a(i> — o) 

Distanze dei punti di Jérabeok dai tre lati di ABC : 

331. (J S )d a = 2A-^, d» = 2A|-, 4.-2 A £• 

£> ^ = 2A |-> *- aA |" 


333. (Jp) d a = 2 A 


Distanze del baricentro dei perimetro di ABC dai lati di questo 


». d 0 = A 


2j» — a 
2ap ’ 


4 = A 


2^> — 6 
2 6p ’ 


d 0 = A 


2^> — c 
2 cj> 
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Distanze di 2 0 , reciproco dell’incentro dai tre lati di ABC: 

^ » abc 1 _ » abc 1 _ _ . abc 1 

• <*« = 2A —, ó& = 2 A -gj-, d 0 = 2A — 

Equazione della retta (*) 4T: 


335. 

r 


Tc 


» > 


5 C 

se poi osserviamo chè è : acos* — = p cos* — = y cos* —, essendo : aa b p 

2 2 2 

4- c y = 2 A, si deduce per a a , ad esempio, cioò per distanza di T da a: 

4 A 3 1 


336. d a = 


abc (2 jp 2 — ra 2 ) 


cos 36 


.4 


Distanze del punto di Tarry N dai lati di ABC: 

, « a Q 4 ™ 4 — <? 4 a 4 — 2 ò 2 c 2 n 4 

337. da = 2A 77 -^-i -, ecc. 

a (q* — n 4 ) (2 n 4 — g 4 ) 

Distanze del punto di Steiner 8 dai tre lati di ABC : 

, _ . a 4 — n 4 4- 2 6*c* 

336. d a = 2 A-—--— , ecc. 

a(q 4 — n 4 ) 

Espressioni del raggio p del cerchio di Sohoute: 
sen 2 (o (1 — 4 sen 2 (Di) 


336. p = R 2 
340. p 2 =»4JR 2 


sen 2 (co 4- (Dx) 

sen 1 (o sen (30° — o^) sen (30° 4- (Di) 


341. p 


■RVx»'—3 

X 4- cotg co 


sen 2 (co 4- o>x) 


Angolo di Brocard, ecc. 


343. cotg o» = cotg A -|- cotg B + cotg C. 
h b* + c 5 


K. cotg co = 

344. cotg co = 

345. cotg co = 


4 A 

j>* — r (r a + r t + r.) 
2 A 

j>* — r (4 R + r) 


2 A 


(V proiezioni di I su BC; B\ C' proiezioni di /' sa AC e AB. 
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346. 

347. 

346. 


349. 

350. 

351. 
353. 

353. 

354. 

355. 

356. 

357. 
356. 

359. 

360. 

361. 

363. 

363. 

364. 

365. 


cotg (0 = — af + r a (4 R — r a )J . 


sen co = 


seno) = 


COSO) = 


2 A _ 

V* A 2 4- (p 2 — r (4 -K 4- r 0 )) 2 

_2A_ 

V4 A 2 4- ((p — a) 2 -f- r a (4 R 4- r)) s 
_A_ 

^4 4- (jp 2 —r (42? 4- r)) 2 

A 


COS 0) = — 

V 4 A 2 4- (o — a) 2 4- r a (4 22 — r a )) 2 

sen 3 o) = sen (A — od) sen (B — od) sen ( C — od). 

cosec 2 od = cosec 2 .4 4- cosec 2 B 4- cosec 2 <7. (Neuberg). 

sen A cos ( A 4- 0)) 4- sen B cos (B 4- od) 4- sen (7cos ((74- od) = o. 

, sen 4 A 4- sen 4 B 4- sen 4 <7 

cotg 2 OD = -------- 

2 sen A sen B sen C (sen 2 -4 4- sen 2 B 4- sen 2 C) 

. COtg OD 1 1 J 1 

4 —— = H --4-1- 


A 

COtg OD = 


r z 
sen 2 ^. 


n 2 


sen B sen C cos A 


tgO) = 


sen A sen B sen <7 
V2 n 4 — p 4 2 afte 




Dm 2 


tg 2 od = —— V2 n 4 — p 4 == tg od. 
2> 4 P 4 

tg3 o) = — P / ^' n - V2n 4 — ff 4 . 


m*(p 4 — w 4 ) 

tg 4 o) = V2 n 4 —p\ 

p 8 — 2 n 8 

. sen 2 .4 4 - sen 2 2? 4 - sen 2 (7 

tg od --—--- 

2 (sen 2 -4 4 - sen 2 2 ? 4 - sen 2 (7) 

a cos -4 4-6 cos 2 ? 4 - c cos C 


tg od = 


a sen A 

QQ 


sen od Vi — 4 sen 2 od 
2^ ___ 22’ ( 1 4- tg 2 od) 


b sen B 4 - 
D = 


c sen C7 
a 


sen A sen B sen C 


& 

D = 


tg (!) Vi — 3 tg 2 OD 
2QQ f 

sen 2 od Vi —3 tg 2 o> 


V 

t. 
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Questa relazione mostra che co ha un massimo : —- = 30° con sen co ; 

i 6 

tg w = — • 

V 3 

1 1111 

366. -=-!-4-—• , 

r cotg co a b c D 


1 

a- 6 


Relazioni angolari. 


367. 

368. 

369. 

370. 

371. 

373. 

373. 

374. 

375. 

376. 

377. 

378. 

379. 

380. 

381. 
383. 

383. 


. n A B C t r 

cos A -h cos B 4 - cos (7=14-4 sen — sen — sen — = 1 4 - 

2 2 2 

A n « - . ^ -5 C 

cos A — cos B — cos (7=1 — 4 sen — cos — cos — = 1 — 

2 2 2 


A 


C 


sen* — + sen* --sen* — = 1 — —— = 1 — 


2 

ABC 

cos* — + cos* —-cos* — = 

2 2 2 

ABC p 
cotg — cotg — cotg — = — 

AB C p—a 

* e T- 7T' 


2 R 


2R 

n 
2 B 


n 
2 R 


sen 55 — = 


A r a — r 
4 r 1 
r a -hr c 


sen" — = 


n 


cos" — = 


4 R 


2 a 

cos* — = 


r 

aT' 

a 4-n 
4 JR 1 


C r c — 0 

sen* — =- 

2 4 JR 


cos B cos (7 — cos (7 cos A — cos A cos B = 


cos" — = 


(■P — <*)* — Va 


n- 


b cotg B 4 - c cotg G — a cotg A = 2 (r a — i2). 

. 2 jR 4 - r — r a 

cos 4 = 


4 R 2 


4 jR 


— 1. 


2R 

bc cos .4 = r b r 0 — rr a . 
a* 6 * c* 


tgjR 


4- 


ò 4 


tgC 

6 * 


tg4 


4 A 

a 4 4- ò 4 4- c 4 


tg C tgA 1 tgB 4A 

a cos A 4 - b cos B — c cos C = 2 c cos .4 cos jB. 

6 3 cos C 4 - c 3 cos B = ~ (m* — 4 Òc cos jB cos (7). 
2 


sen 2 A + sen 2 B + sen 2 C = 


2 A 

.R* 
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384. 

385. 

386. 

387. 

388. 

389. 

390. 

391. 
393. 
393. 


tg A -b tg B + tg C = ^ 
tg A 4 - tg B + tg C = 
tg A 4 - tg B - 4 - tg C = 


2 A 


p* _ (2 R + r ) 2 
tg A 4 - tg B -b tg 0= tg A tg B tg <7. 

2 A 


6 * _ 

tg A ^ tg 2 ? ” r tg C 
d 8 cos .4 -b ò 2 cos 5 + c 8 cos (7= — ^3 p 2 — (4 R -b r) (2 R + r) 


(p — a ) 2 — (2 R — r a )* 

r=4A. 


cos A = 


sen 2 — - 
A 

cotg — == 


Ve — rr a 
Ve 4- rr a 
r a — r 


AR 

sen B + sen € 
2 cos B -b cos C 


sen 


A = -4- V2 « 4 - (a 4 + b* + c 4 ). 

ù OC 


2 __ , 

sen 4= — Vi> (P — a) ( P — &) (p — «)• 

OC 


394. sen 


395. cos 


4 
44 


(P — &) (p —c) 


òc 


p (p — a) 


bc 


396. 

397. 

398. 

399. 

400. 

401. 
403. 

403. 

404. 


. A . / (p — b) (p 

g 2 V p(p — < 


> — 6) ( p —c) 

_ ■ tf) 

a* — cos (7— c 2 cos B = 6 c (cos S + cos C) — 2«(r — a). 
r + r a 


cos B + cos C = 


2 i? 


P 

sen A -b sen 5 -b sen <7= — • 

£h 

r 

cos il —b cos 5 —b cos (7 = 1 —b D * 

£h 

pr 

sen -4 sen 5 sen (7= 7 - 7 ^- • 

2 R* 

A ■ p 2 — (2 22 + ?f 

cos -4 cos 5 cos U ==s-- 

-4 1 ? (7 r 

sen Y 8011 T 8011 2 ~~TW' 


rr r c — n 

cos B — cos (7 = 

ù Jth 


V 
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405. 

406. 
407. 

406. 

409. 

410. 

411. 
419. 
413. 


415. 

416. 

417. 

416. 

41J9. 

490. 

491. 
499. 

493. 


495. 

496. 

497. 
496. 
499. 


A B C 422-f-r 

+*s-a+**T- - 

sen A -+• seti B -4- sen C R 

sen A sen B sen C r 

A , 

tg"2 (!»—«)—*■. 

, A 

P*g—=r 0 . 

2 R (h a eoa A + h^ooaB •+> h c cos C) — a* -+- 6 * 4- c*. 
C 

T =r a . 

A 


B 

2 sen — sen 


G_ 

2 


, v A B 
4 R sen — cos — cos 
2 2 

. 4 ' . B , C „ „ 

sen* — -f- sen* — -(- sen* —- = 1 — 2 sen 
2 2 2 

. A B . C n L A B C\ 

cos* — -f-cos* — 4 - cos* — = 2 11 + sen — sen — sen —1 • 

Ajl J |t2 ^ Ri* 

sen A sen B 4 - sen B sen <74- sen C sen A =- 7 -==- 

4 ic 2 


414. cos -4 cos B + cos B cos <7 4 - cos (7 cos -4 = 


-|- r 2 — 4 -R 2 
: itf 2 


a cos A 4 - ò cos 2? 4 - c cos (7= 4 R sen A sen B sen (7. 

senM -f senjRsen Cqo&A =sen 2 B -f sen2L sen <7cosZ?=sen 2 <7 + sen4 senScosO. 

a sen A 4 - b sen 5+c sen C _ m 2 

a cos -4 -f ò cos B -he cos C aòc 

, ^ „ 4 J3 C 

sen -4 -h sen B -h sen C = 4 cos — cos — cos — • 

2 2 2 

cotg A 4 - cotg B 4 - cotg (7= cotg A cotg B cotg C 4 - cosec A cosec B cosec C. 
4 sen A sen B sen <7= sen 2 -4 4- sen 2 J3 4 - sen 2 (7. 

2 sen -4 sen B sen (7 = sen 2 A 4 - sen 2 jB 4 - sen 2 (7. 

(sen -4 4 - cos -4) (sen B 4 - cos B) (sen (74- cos (7) =* 2 sen -4 sen B sen C 
4 - 2 cos -4 cos B cos O 4- 1. 


9 A B 9 0 , n A 

sen 2 — 4 - sen 2 4 - sen 2 — = 1 — 2 sen — sen 
2 2 2 2 


sen 


c_ 

2 


A B O 

4#4. cos — + cos — + cos — = 4 cos 
2 2 2 


A + B 


• cos 


■ cos 


C+A 


. C 
cotg — 


sen A 4- sen B 


cos A 4 - cos B 

cos 2 A 4 - cos 2 B 4 - cos 2 <7= — (4 cos A cos B cos O 4-1). 
cos 2 A 4 - cos 2 B — cos 2 (7= 4 sen .4 sen JB cos C — 1. 
cos 4 A 4 - cos 4 JB 4- cos 4 (7 = 4 cos 2 2 L cos 2 JB cos 2 <7 — 1. 
sen 2 2-4 4 - sen *25 + sen 2 2 C= — 2 (cos 2 A cos 2 -B cos 2 (7 — 1). 


Digitized by 


Google 


j0 



S32 

430. 4 cos .4 cos .B cos C = p ì —(2iì + r) ! . 

431 b (cotg Y — t gy)+ c (<>Otg tg = 4 £. 


433. 

433. 

434. 

435. 


4 i2 2 cos A cos B cos O = p* — (2 R + r) 2 . 
bc cos 4 + ac cos .B — a& cos <7 = 2 A (cotg -4 -J 

tg^. tg£ , tgA 


sen .4 + sen B -b sen C = ----- 

t gB 

cos 2 A -h cos 2 2? + cos 2 C7 = 1 — 


+ 


cotg B — cotg (7). 
tg C p tg 5 tg <7 


tg^l 1 tg<7 tgA 
■ 2 cos 4. cos B cos (7. 


tg<7 t gB 


A 

436. sen 3 4+sen 3 B+sen 3 (7=3cos — 

A 


tgA a l + c 2 — b % 

437. 7 ^- 5 - = r»-; —2 -5* 

tg J5 6 2 + c 2 — a 2 

sen (4 — B) a 2 — & 2 

436. - 7 - 7 —^ = -;— * 

sen {A -+* B) c 2 

2? 2 —{— T* 

439. 2 cos B cos <7 = ■ ■ . -1. 

4 


440 . 3008*^=-^- [ 2 i 2 *+ ( 2 i? + r)*-^J • 

441 . Sacos 3 A= -jl + (2 B + r)* — • 

443 . 2 ——-r = 4 A. 
tg A 


Area del Triangolo. 


443. A = r a r b —- 

c 

444. A =pr a (l — • 

445. A = r (p — a) (l + - 

446. A= -i- (rr a (r & -I- r c )j • 

447. A = ~ ^r a r* (r c — r)j • 


r.r a .r b .r e 

P 

Li! 

— a 


448. A = 


44». A = r -^ = r - r *- rc 


p — b 


p — c 
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450. 

451. 

459. 

453. 

454. 

455. 

456. 

457. 

458. 

459. 

460. 

461. 
463. 

463. 

464. 

465. 

466. 

467. 

468. 

469. 

470. 

471. 
479. 
473. 


A = 
A= 


y/p ( p —«) (p —&) ( p — c). 

BC.AX 


1 _ 

A = — V abchah b h c . 


. _ (fl + &) (Ò H~ c) (c -j- fl) 

8 abcp 

A = — aòc. 

Jti 

A 2 0 = i? (r s 4- r c ) (r 0 4- r a ) (r a 4- n). 
A S J = (n + r c ) (n — r) (r„ — r). 
A 2 * = (r e + r a ) (r c — r) (r„ — r). 
A ! 3 = E (r a 4- n) Oa — r) (r 6 — r). 
A 2 = A 0 A<. 


= -g- V(m„ +«!(, + m 0 ) (»*a 4- — m 0 ) ( m b + m c — m a ) (m e ■+■ m a — m b ). 


A 

2 

T 

A 0 r - A,r a = A 2 r,, = A 3 r c . 

A = 


1 , 1 _1 _ 1 _ 

Aj A 2 A] Ad 


A = 
A = 

A = 

A = 
A — 

A = 

A = 
A = 

A = 
A = 


— R(XY + YZ 4- ZX) • 

2 

r* (r a — r b ) (r„ — r c ) (r b — r 0 ) 


(a — ò) (ò — c) (c ■ 
a — 6 


•a) 


_1 _ 1 _ 

n r a 

h a h b h c 


2R* r 
abc 

Vr . r a . r 6 . r c . 
Wo 


(a + ò) 

(a — 6) 


TT C 


r + r c 


r a — n 

-i- V8 m„ 2 (a* 4-6* — 2 m c 2 ) — (o 2 — ò 2 ) 2 . 

-i (Va* - V 4- y/b*-h*). 


— \W m„ 2 — ^ 


(essendo 2 iT® 4 = a 2 — (m 6 2 4- m c *). 
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474. 2 A a*6* — À a* = 16 A. 

475 . A x A'« = A* A'» = A 3 A',. 

476. A = i (A» + A» + A'c — Ai). 
1 1 1 1 

*" T,-*: + v + -L r 

478. A 3 =4iJ*VAiA a A 6 A< ì . 

A< _ 2 pr* r 
479 ‘ A ~ abo 
A, A 

480 V= 2 lF 


2 B 


481. A = -jj- h a (VW* — A fl * + V±™J— *«*)• 


48*. A = 


V V«* - V - V V a * - 


2 (A , 1 - V) 


483. A — * 2 * V^ j 

pr a h a 


a ± 6 




484. A = 


2 (r a 4~ W 
ab 


485. A = -^4- V2 (a* + 6 * - 2 «,*). 

4 Jtt 

486. A = h a (Vè* — h a * ± y/m} — V)* 

487. A=^ i (aV4i2 3 -^ + &V4i2*-^)v 

O 

488. A = (r b + r c ) - 


489 


490. 


V r a — r 

. J ìj? 

K A = r a r b \/ 7 -;-- — 1. 

V (r a + nf 

491. A 8 = ^ |m (m — m a ) (m — m b ) (m — m 0 )j • 

So per brevità poniamo: 

m a -+- m b 4- m 0 = 2 g, m & + m„-m fl = 2g a j m a H- w c — m & = 2 g* 

3 

— m„=2g c , m b + m 0 -— a = 2 g f OJ m a 4- m,c 

3 

m a + wt&-^ ® ==s 2 g'c • 
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4 

499. 

A =3 


4 

493. 

II 

C©| i 

494. 

-T 


4 

495. 

A =3 

496. 

> 

II 

497. 

A=2i? 

dov’ è : 



■ qa-qb-Qc- 


■ m ») (q'a — »»«) (q'a — y a). 


q'b ( q'b — ine) {q'b — irla) (?'» — Y b )- 


A=2 Ri [(/-2x ? ) V(^-2x SÌ )(l- fl r4-2x*) +(g-2x*) V(/-2x*)(l-/+2x*)] 


/ = 


m a 2 4 - 2 m b 2 
BB* ’ 


2 m 2 -f- m b l 
SR 2 


ed x (= sen C) è dato dall Equazione : 

*-V(/-2*>)(l-J + 2* ! ) + V(9-2* , )(l-/+2*’). 


«*. a-4v mA 


2 sen jB sen C 
bc 


499. A = — sen A. 
2 


500. A = a t 


sen B sen C 
2 sen .4 


501. A = -... sen (4 — B). 


2 (a* — 6*) 

50*. A = (a* — 5*) 

503. A 


sen A sen B 
2 sen (4 — B) 
m* 


4 (cotg .4 + cotg jB + cotg (7). 

504. A = y ( a * 8en 2 2? + 5* sen 2.4). 

j 8 _ 

505. A == — Va 2 6*c* sen .4 sen B sen <7. 

AL A 

506. A = —-h ( b c) sen — • 

2 2 

507. A = -^r 1 BC . cos 

2 2 
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sen A cos* — (B — C ) 

A = _ 7 * _-_ 

2 a sen B sen <7 

4-(«*-**) 

A = —-- 

cotg A — cotg B 

a _ 1 hghb 

2 sen C 


x 1 0 sen B sen C 

A = — a* --- 

2 sen A 


cotg B -4- cotg <7 


‘-jV 


sen A 

sen B sen <7 


A = V (cotg jB + cotg (7). 

A = 4" ( sen 2 ^ + sen 2 (7). 

, 1 . . sen A sen B 

A = — (a* — 6*)- 

. 2 ' ' sen {A — B) 

A = -i- (a* sen 2 .B + &* sen 2 .4). 

A 

jjt e cp sono due angoli ausiliari determinati dalle relazioni : cos [a 

ha , 

= —, è; 

"a 

V /sen 2 ({a — <p) 


cos (A V sen 2 ep 

a_ hf, 

2 sen (7 

A = cos j(B-C) cos ì ((7 - A). • 


A = r* cotg — cotg — cotg — • 

ABC 

A = r a * cotg Y tg T tg “2" 

il S <7 
A=2>*tg Y tg T tg T' 

«6c il B C 
A = — cos — cos — cos —• 
£>222 

a v /T ^ 5 C 

A = W afte p sen — sen — sen —. 
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5*5. A = 
5*6. A = 

5 *7. A = 

' 599. A = 

5*9. A = 

530. A = 

531. A = 

53*. A = 

Se b a , 
V golo .423(7 

533. A = 

534. A = 

535. A = 

530. A = 
537. A = 
1 539. A = 

539. A = 

540. A = 

541. A = 

' 54*. A = 

543. A = 

544. A = 


mg + -f- m c x 

3 (cotg A + cotg B + eotg C) ’ 

R (a cos B cos (7+6 cos (7cos A + c cos A cos 


2 cos A • 


: Kh 


tg-i^tgl^tg JC 


COS 


A ( l ~* *t b ) 


B). 


_ 2 m a % sen A sen B sen C 

2 (sen 2 A sen 2 B -b sen 2 C) —- 3 sen 2 A 

2 (m b 2 — m a z ) 

3 (cotg A — cotg B) 

j \/4 mjm? — [9 R* sen 2 A — (m 6 2 H- ra c 2 )] 2 . 


= ^aWc sen (.4 -f- -B) sen (J5 + ~ ( 7 ) sen ( ^ . 4 ). 


hi h sono i lati del triangolo determinato dalle bisettrici del trian- 


: Tr ba ^ c sen Y ^ sen Y B sen Y ^ 

= 2 R 2 sen .4 sen B sen Q, 

= R a sen B sen C. 

a AB C 

AtRp sen — sen — sen- 

^ 2 2 

R , 

-g- (a cos A -b b cos B -f- c cos C). 
t , A B C 

r cot g cot s y cot s y ‘ 

A 

r* cotg — + 2 2 ?r sen 4 . 

: i?r (sen 4 + sen B + sen C). 

_ 4 w g * + 3 a? _ 

8 (cotg A + cotg B + cotg (7) " 

4 (m* + m^) — 3 c* 

4 (cotg 4 + cotg B -f cotg C) * 

22* sen 2 A (1 + cos (7). 

R a sen B sen (7. 
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<545. A = Ba (cos A 4 - cos B cos C). 

<546. A = R h a tg A tg B tg i (7. 

2 



«54*. A = 


h a (fib 4~ he) 


4 sen H- «dj cos ~ A 

548. A = ~ B* £sen 3 A eoa (B — C) 4 sen 3 B cos ( C — ^4) 4 sen 3 <7cos (A — B) J • 

•549. A = - 7 - V 2 r, l a I b . i 6 i c . /e/ a sen A sen i? sen (7. 

4 

•550. A = a sen B (a cos B 4 V&* — a 2 sen* B). 

2 

551. A = b sen A (b eoa A 4 - Va* — ò* sen* -4). 

«559. A = a^—l a sen ~ A 4 - l a sen B 4 - h sen -ì- cj- 
•553. A = 2^> sen ~ -4 4 - l b sen -^5 + 4 sen -i- C^j- 

554. A = r* cotg ~ .4 cotg i 5cotg ^ C=~r a tg ~ A tg 5tg -ì- <7. 

555. A = ^>* tg -i Atg^-Btg— C = (p — a)* tg —■ A cotg ~ -Bcotg ~ C. 

556. A = r* cotg ~ «4 4 - 2 Br sen A = r a * cotg A — 2 i 2 r a sen A. 

2 2 

55*. A = r\ cotg -i- A — 2 i?r & sen A = r c * cotg A — 2 tfr c sen A. 

2 2 

Se con k ai k b , k c indichiamo le distanze dell’ortocentro Udai tre lati e con 
k' a , h'bi k'c le distanze dai tre vertici del triangolo ABC, è: 


556. A — " 2 " (pia *4" bk b 4" cAr c ). 
559. A = — (ak' a 4- bk\ 4* c&'c). 


560. A = 


8 R 


(a^k'a cosec A 4 - b*k' b cosec B 4 e*h' e cosec C). 


Se Ai è l’area del triangolo formato dai piedi delle altezze di ABC: 
Ai 


561. A = 


2 cos A cos B cos C 
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Se Ak è Parca del triangolo determinato dai piedi delle mediane, è : 
56». A = 4 A fe . 


Se A m è Parca del triangolo determinato dai piedi delle bisettrici interne, è: 

{a 4- fy (fi c) (c ~h à) 


563. A = A™ 


2 aòc 


Se A n è Parea del triangolo formato unendo i punti di tangenza dell 7 incerchio : 
2 E 

564. A =-A w . 

V 

Se x a y aì x b y bì x c y c sono le coordinate ortogonali dei tre vertici, è: 

564 A = ^ ^y a (x c — x b ) + y b (x a — x e ) + y c (x b — x a ) J 


©d in coordinati polari: 

5«e. A = Y j ~r a r b sen (0" — 0') + r b r c sen (0"' — 0") + r e r„ sen (0' — 0"')J - 
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